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Resumen

En este trabajo estudiaremos algunos aspectos algebraicos de las exten-
siones de campos de funciones L/Fq, es decir una extensión de campos de
Fq, finitamente generada, con grado de trascendencia 1. Nos restringiremos
a considerar campos de funciones L/Fq tales que Fq(T ) ⊆ L ⊆ Fq(T ), donde
Fq(T ) denota la cerradura algebraica de Fq(T ). En particular nos fijaremos
en la acción de Carlitz-Hayes, la cual ha servido para definir análogos a los
campos ciclotómicos clásicos en campos de funciones. Un aspecto, impor-
tante, que se considera aqúı, es del estudiar el módulo de torsión de una
extensión de campos de funciones L/K, es decir

T (L/K) = {u ∈ L | existe un polinomio M ∈ Fq[T ] tal que uM ∈ K}

y las extensiones de campos de funciones L/K de la forma

L = K(T (L/K)).

Parte del trabajo hecho en esta tesis esta publicado en [22].

Introducción

En la teoŕıa de campos de funciones, es decir, extensiones de campos L/k
tales que L es finitamente generado sobre k y el grado de trascendencia de L
sobre k es uno, a mediados de los años 1930’s, al menos en el caso L = Fq(T )
y k = Fq, L. Carlitz estudia análogos a la funciones exponencial, que denota
por ψ(u), y logaŕıtmica, en la completación de K = Fq(T ) y encuentra la
relación siguiente: ψ(Mu) = ωM (ψ(u)), donde ωM es un polinomio aditivo
con coeficientes en Fq[T ], determinado únicamente por M ∈ Fq[T ], ver [4].
En [5], continuación del art́ıculo anterior, Carlitz estudia los polinomios ωM
y descubre análogos de los polinomios ciclótomicos.

Muchos años después, D. Hayes, da estructura de Fq[T ]-módulo a la
cerradura algebraica de Fq(T ), Fq(T ), conocida como la acción de Carlitz-
Hayes como sigue: sean u ∈ Fq(T ) y M ∈ Fq[T ] se define M · u = ωM (u).

Se demuestra que, en efecto, se tiene que esta definición da a Fq(T )
estructura de Fq[T ]-módulo (ver [25] Caṕıtulo 12). Por otra parte, esto da
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lugar a los análogos de los campos ciclotómicos sobre el campo Fq(T ), y a
una teoŕıa de campos de clases sobre L (ver [13]).

En este trabajo se intenta, en primer lugar, generalizar la teoŕıa de co-
galois, utilizando la acción de Carlitz-Hayes. Dada una extensión arbitraria
de campos, L/K, se define el grupo

T (L/K) = {u ∈ L∗ | existe un entero positivo n, tal que un ∈ K}

donde L∗ = L\{0}.

Al grupo cociente cog(L/K) := T (L/K)/K∗ se le llama grupo de cogalois
de L/K.

Se dice que L/K es una extensión de cogalois si:
(1) L = K(T (L/K)) y
(2) card(cog(L/K)) ≤ [L : K],

ver [10] y [2].

En este contexto se tiene una definición de lo que se entiende por una
extensión radical ciclotómica. En primer lugar, una extensión L/K se dice
radical si L = K(α1, . . . , αr) y existen Ni ∈ Fq[T ] tales que αNi

i ∈ K,
i = 1, . . . , r. En segundo lugar, una extensión L/K es pura si para cada
polinomio mónico irreducible M ∈ Fq[T ] y cada u ∈ L tal que uM = 0 se
tiene que u ∈ K. Aśı diremos que L/K es radical ciclotómica si es separable,
radical y pura.

La extensiones radicales L/K tienen propiedades análogas a la exten-
siones radicales, en el sentido de [1], o las extensiones coseparables, en el
sentido de [10]. Por lo tanto si L/K es radical y Galois, entonces dado un
α ∈ cog(L/K), cuyo orden es M , se tiene que si λM denota un generador
de ΛM , entonces λM ∈ L, ver proposición 2.7, lema 2.6 y la definición 2.1.

También, en algunas extensiones radicales L/K, es posible encontrar un
elemento primitivo, α ∈ L, de tal manera que existe M ∈ Fq[T ] tal que
αM ∈ K, ver proposición 2.8.

Por otra parte, se tienen algunos resultados análogos a los presentados
en [24] lema 2.1, ver lema 1.31 y en [12] lema 1, lema 5 y lema 9, ver lema
2.11, lema 2.12 y la proposición 2.13.

Por otro lado, las extensiones radicales tienen propiedades como:
- Si L′/K es pura y L es un campo intermedio, entonces L′/L y L/K

son puras y rećıprocamente, ver lema 2.14.
- Un análogo parcial del teorema 1.6 de [10], ver proposición 2.15.
- La proposición 2.23, junto con la proposición 1.7, muestra que bajo

ciertas circunstancias, el módulo cog(L/K) es finito.
- En la subsección 3.4, de este trabajo, se consideraron las ret́ıculas con

el orden la contención usual entre conjuntos siguientes:
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Sea E/L una extensión de Galois con grupo de Galois Γ. Por lo que
tenemos las reticulas

{L′ | L′ es una extensión de L contenida en E}

y
{U | U es subgrupo de Z1(Γ, µ(E))}.

Aśı la proposición 2.30 relaciona las ret́ıculas anteriores y da una condición
necesaria y suficiente para que una extensión L′/L con L′ ⊆ E sea radical.
Este resultado a su vez muestra la proposición 2.31 de este trabajo.

- Además se tiene que si L/K es radical ciclotómica, entonces existe
m ∈ N tal que [L : K] = pm, ver teorema 2.39 y teorema 2.40.

- Finalmente, se obtiene una cota superior de la cardinalidad de cog(L/K),
ver teorema 2.57.

En segundo lugar, se trata de estudiar extensiones análogas a las exten-
siones de Kummer, pero usando la acción de Carlitz-Hayes, siguiendo, en
primer lugar el trabajo de W. Chi [6] y usando la teoŕıa clásica de Kummer,
ver [18]. Para la teoŕıa de Kummer empezamos con un campo K que con-
tenga al grupo µn de las ráıces n-ésimas de la unidad, con n primo relativo
a la caracteristica de K, aśı una extensión de Kummer de exponente n de
K es un campo de la forma

L = K( n
√

∆)

donde ∆ es un subgrupo de K∗ que contiene al subgrupo (K∗)n, ver [26]
Caṕıtulo 5.

Notación

Cm denota al grupo ćıclico de orden m.
k = Fq(T ) denota al campo de funciones racionales.
k denota la cerradura algebraica del campo k.
RT denota al anillo Fq[T ].
µ(K) denota el conjunto de ráıces de Carlitz contenidas en el campo K,

es decir es el conjunto {u ∈ K | existe M ∈ RT talqueuM = 0}.
µ(K)(N) denota al conjunto de x ∈ µ(K) tales que xN = 0, donde

N ∈ RT .
[M,N ] denota el mı́nimo común múltiplo de los polinomios M y N .
(M,N) denota al máximo común divisor de los polinomios M y N .
Lp(A,B) denota al conjunto de transformaciones lineales de A en B,

sobre Fp.
Mm×n(Fp) denota al conjunto de matrices, de tamaño m por n, con

entradas en Fp.
(G : H) denota el ı́ndice del grupo H en G.
(M : N) denota el ı́ndice del módulo N en M .
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Caṕıtulo 1

Preliminares algebraicos.

1.1. El módulo de Carlitz-Hayes

Como se mencionó en la introducción, usaremos la acción de Carlitz-
Hayes, que definiremos a continuación.

Sea p un número primo, q = pn, n ∈ N. Sean ϕ : k → k el automorfismo
de Frobenius, ϕ(u) = uq, y µT : k → k, denota al endomorfismo multiplicar
por T , es decir, µT (u) = Tu.

DEFINICIÓN 1.1. Se define una acción de RT en k de la forma siguiente:
si M ∈ RT , u ∈ k, entonces

uM := M(ϕ+ µT )(u)

es decir, si M = a0 + a1T + · · ·+ adT
d, se tiene que

uM = a0u+ a1(ϕ+ µT )(u) + · · ·+ ad(ϕ+ µT )d(u).

Esta acción tiene las siguientes propiedades (ver [25] Capitulo 12):

Para cada M,N ∈ RT y u, v ∈ k se tiene

(u+ v)M = uM + vM y uM+N = uM + uN

uMN = (uM )N y u1 = u

Aśı k tiene estructura de RT -módulo, llamado módulo de Carlitz-Hayes.

Por otro lado, si M ∈ RT es conveniente tener la definición siguiente

DEFINICIÓN 1.2. Se define ΛM como el conjunto de puntos deM -torsión
de k, es decir

ΛM = {u ∈ k | uM = 0}.

Obsérvese que ΛM es un RT -submódulo de k.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES ALGEBRAICOS.

OBSERVACIÓN 1.3. El módulo ΛM es el análogo a la n-torsión definida
sobre Q∗. Aśı como la n-torsión es un Z-módulo ćıclico, puesto que son las
ráıces de la unidad, es posible demostrar que ΛM es RT -módulo ćıclico, ver
[25] Caṕıtulo 12. Denotamos por λM un generador de ΛM , y a veces diremos
que λM es una ráız primitiva de Carlitz.

Por otro lado, en un contexto más general, es posible definir una función,
la exponencial de Carlitz, dada por la serie

ex(u) =
∞∑
j=0

uq
j

Dj

donde

(i) Para cada j ∈ N se define

[j] = T q
j − T

(ii) Para j = 0 definimos D0 = 1 y si j ∈ N definimos

Dj = [j][j − 1]q · · · [1]q
i−1

ver [8] Caṕıtulo 3.

Esta función tiene las siguientes propiedades

(i) ex es aditiva
(ii) Sea ξ = λξ∗ donde λ es cualquier ráız de la ecuación xq−1 = −[1] y

ξ∗ =
∞∏
j=1

(1− [j]
[j + 1]

)

Entonces ex admite una representación en forma de producto infinito, es
decir

ex(u) = u
∏

α∈ξRT \{0}

(1− u

α
)

Además los únicos ceros de ex son 0 y todos los elementos de ξRT \ {0},
ver [8] Caṕıtulo 3.

(iii) Satisface la ecuación funcional

ex(Tu) = (ex(u))T = ex(u)q + T ex(u)

Ver [8] Caṕıtulo 3 para más detalles.

Por otro lado, si M ∈ RT entonces λM = ex( ξ
M ) es un generador de ΛM ,

ver [7] Teorema 6.5.
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DEFINICIÓN 1.4. Si M ∈ RT , M 6= 0, Φ(M) denota el número de
elementos de (RT /(M))∗, las unidades de (RT /(M)).

Se tiene que

Φ(M) = card({N + (M) | (N) + (M) = 1}) = card((RT /(M))∗).

Por lo tanto Φ es el análogo a la función ϕ de Euler.

En el caso de campos numéricos, Q(ζn) es el campo ciclótomico de las
n-ráıces de la unidad, Q(ζn)/Q es una extensión de Galois de grado ϕ(n),
con grupo de Galois (Z/nZ)∗. El análogo para campo de funciones será:

TEOREMA 1.5. Si M ∈ RT , entonces k(ΛM )/k es una extensión de
Galois de grado Φ(M) y grupo de Galois (RT /M)∗. En particular k(ΛM )/k
es una extensión abeliana.

Ver [25] Caṕıtulo 12, para más detalles.

Si M = ζQα1
1 · · ·Qαs

s , donde los Qi son mónicos irreducibles y ζ ∈ (Fq)∗,
entonces

Φ(M) = Φ(Qα1
1 ) · · ·Φ(Qαs

s ) = N(M)
∏
Qi

(1− 1
N(Qi)

). (1.1)

donde N(M) = qdeg(M).

LEMA 1.6. Sean A,B ∈ RT \ {0}. Entonces

Φ(AB)Φ((A,B)) = Φ(A)Φ(B)N((A,B)).

Demostración. Podemos suponer que ambos polinomios son no constantes.
Considere los conjuntos

DA = {π ∈ RT | π es mónico e irreducible y divide a A}

y
DB = {µ ∈ RT | µ es mónico e irreducible y divide a B}.

Sean DA\B = {π ∈ DA | π - B} y DB\A = {µ ∈ DB | µ - A}. Entonces por
(1.1) se puede escribir:

Φ(A)Φ(B) = N(A)
∏
π∈DA

(1− 1
N(π)

)N(B)
∏
µ∈DB

(1− 1
N(µ)

).

Por la definición de N(M) se sigue que N(A)N(B) = N(AB). Por
otro lado utilizando los conjuntos DA\B y DB\A el producto

∏
π∈DA

(1 −
1

N(π))
∏
µ∈DB

(1− 1
N(µ)) se puede escribir como:∏

π∈DA\B

(1− 1
N(π)

)
∏

π/∈DA\B

(1− 1
N(π)

)
∏

µ∈DB\A

(1− 1
N(µ)

)
∏

µ/∈DB\A

(1− 1
N(µ)

).



4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES ALGEBRAICOS.

Notamos que DA \DA\B = DB \DB\A, de este modo los tres primeros
términos del producto anterior, junto con N(AB), dan lugar a Φ(AB). Fi-
nalmente, si al último término lo multiplicamos y dividimos por N((A,B)),
se obtiene Φ((A,B))

N((A,B)) , de donde se sigue el resultado.

PROPOSICIÓN 1.7. Sean q > 2, M ∈ RT no constante. Considere la
extensión k(ΛM )/k. Entonces µ(k(ΛM )) = ΛM .

Demostración. Bastará mostrar la contención µ(k(ΛM )) ⊆ ΛM . Sea u ∈
µ(k(ΛM )), existe un S ∈ RT tal que

XS =
∏
N |S

N es mónico

ΨN (X)

y uS = 0 ver [25] proposición 12.3.13. Digamos que ΨN (u) = 0. Como la
extensión k(ΛM )/k es de Galois, se sigue que el generador de ΛN , λN , está en
k(ΛM ).

Aśı k(ΛM ) contiene un generador de ΛN . Sea R = [M,N ]. Entonces,
puesto que R = MN

(M,N) y (M,N) = P1M +Q1N , se tiene que

λR = λ
(M,N)
MN = λP1M+Q1N

MN = λMP1
MN + λNQ1

MN = λP1
N + λQ1

M

aśı se tiene que λR ∈ k(ΛM ).

Obsérvese que ΛR = ΛM + ΛN , ya que claramente si u ∈ ΛM y v ∈ ΛN ,
entonces dado que R = SM y R = QN , se tiene (u + v)R = uR + vR =
uSM + vQN = (uM )S + (vN )Q = 0, es decir u+ v ∈ ΛR.

Por otro lado si w ∈ ΛR, sean M ′ = M
(M,N) y N ′ = N

(M,N) . Se tiene que
(M ′, N ′) = 1 por lo que

w = w1 = wM
′S′+N ′Q′

= wM
′S′ + wN

′Q′
.

En la suma anterior, el primer sumando pertenece a ΛN y el segundo
sumando a ΛM , de aqúı se sigue que w ∈ ΛM + ΛN .

En particular ΛM ⊆ ΛR, es decir, k(ΛR) ⊇ k(ΛM ) y como, claramente,
k(ΛR) ⊆ k(ΛM ) se tiene que k(ΛR) = k(ΛM ). Entonces Φ(M) = Φ(R).
Además, existe un Q ∈ RT tal que R = MQ. Por el Lema 1.6 se obtiene:

Φ(R) = Φ(MQ) = Φ(M)Φ(Q)
N((MQ))
Φ((M,Q))

≥ Φ(M)Φ(Q).

Puesto que Φ(M) = Φ(R) la anterior desigualdad implica 1 ≥ Φ(Q) ≥ 1,
es decir, Φ(Q) = 1. Se afirma que Q es un polinomio constante, pues en caso
contrario si P es un factor irreducible de Q, es decir, Q = PαQ′ y tal que
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P no divide a Q′, α ≥ 1, y Φ(Pα) = qαm − q(α−1)m = q(α−1)m(qm − 1) > 1,
donde m denota el grado de P .

Por lo tanto, por (1.1), se tiene que Φ(Q) > 1, lo cual es una contradic-
ción. Aśı pues N |M y, por lo tanto, si M = QN . Se tiene que:

λQM = λQQN = λN ∈ ΛM .

Puesto que u = λN1
N , para algún N1 ∈ RT , entonces u ∈ ΛM .

OBSERVACIÓN 1.8. Excluimos el caso q = 2 ya que en la demostración
de la proposición 1.7 se usa que si q > 2 entonces los únicos polinomios P que
producen Φ(P ) = 1, son los polinomios constantes no nulos. Sin embargo si
q = 2 puede ocurrir que Φ(P ) = 1 sin que P ∈ (F2)∗. Por ejemplo P = T
satisface que (ver [25] Caṕıtulo 12) Φ(P ) = 1. Desafortunadamente este
mismo hecho hace que el Teorema 5.2 de [7] sea falso si p = 2, pues basta
tomar M = T y N = T + 1.

Por lo tanto se tiene que k(ΛM ) = k si y sólo si q = 2 y M ∈ {T, T +
1, T (T + 1)}.

1.2. Teoŕıa de módulos

En lo que resta de este caṕıtulo, a menos que se indique otra cosa, todos
los módulos y homomorfismos de módulos considerados se refieren a RT -
módulos y RT -homomorfismos respectivamente. Siguiendo [18] definimos los
siguientes conceptos:

Sea A un módulo, y a ∈ A. Sea

ϕa : RT → A

el homomorfismo definido por

ϕa(M) = Ma.

DEFINICIÓN 1.9. Diremos que A es ćıclico, si existe a ∈ A tal que el
homomorfismo ϕa es suprayectivo.

La definición anterior es equivalente a pedir la existencia de a ∈ A tal
que A = (a).

DEFINICIÓN 1.10. Un módulo ćıclico A es de orden M , si M es un
polinomio monico no constante con coeficientes en Fq y ker(ϕa) = (M).
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OBSERVACIÓN 1.11. Si A es un módulo ćıclico, entonces existe a ∈ A
tal que el homomorfismo ϕa es suprayectivo. Por lo tanto existe un polinomio
M con coeficientes en Fq tal que

(i) ker(ϕa) = (M) y
(ii) RT /(M) ∼= A.

Si M es un polinomio no constante, entonces A es finito, por (ii). En
este caso podemos reemplazar a M por un polinomio mónico. Por lo que A
es un modulo ciclico de orden M , en el sentido de la definición 1.10.

DEFINICIÓN 1.12. Sea a ∈ A. Diremos que a tiene orden infinito si el
núcleo de ϕa es cero. Diremos que a tiene orden finito M , M polinomio
mónico, si ker(ϕa) es distinto de cero y ker(ϕa) = (M).

DEFINICIÓN 1.13. Si A es un módulo, un exponente de A es M ∈ RT ,
no nulo tal que Ma = 0 para cada a ∈ A.

LEMA 1.14. Sean A un módulo ćıclico de orden M , a ∈ A un generador de
A y B ⊆ A un submódulo no trivial. Entonces existe un polinomio mónico
N con coeficientes en Fq, tal que B = (Na) y N |M .

Demostración. Sea C = {N ∈ RT | Na ∈ B}. Sea N ∈ C un polinomio no
constante, mónico de grado mı́nimo. Veamos que B = (Na). Sea N ′a ∈ B
y supongamos que N - N ′. Por lo tanto se puede escribir N ′ = QN +R con
el grado de R menor que el grado de N , lo cual implica N ′a = QNa+ Ra.
Por lo tanto Ra ∈ B.

Si R fuera una constante no nula, entonces a ∈ B, pero esto es una
contradicción ya que B 6= A. Por lo tanto si R 6= 0 se tiene que R es
polinomio no constante, pero esto lleva a una contradicción con la elección
de N . Por lo tanto N | N ′, de este modo N ′a ∈ (Na).

Por otro lado si N - M se tiene que M = NQ+R y gr(R) < gr(N), por
lo tanto 0 = Ma = NQa+ Ra pero esto implica que Ra = −NQa ∈ B, en
contradicción con la elección de N .

El lema anterior es el análogo a la proposición de que todo subgrupo de
un grupo ćıclico es ćıclico.

LEMA 1.15. Sean A un RT -módulo ćıclico de orden N y N1 un divisor
mónico de N . Entonces existe un RT -submódulo de A, cuyo orden es N1.

Demostración. Sea N1 un divisor mónico de N , digamos N = N1Q1. Ahora
como A es ćıclico existe a ∈ A, tal que el homomorfismo ϕa es suprayectivo.
Sean b = ϕ(Q1) y B = (b) y se define ψb : RT → B por ψb(M) = Mb.
Entonces ψb es un homomorfismo suprayectivo.

Además si ψb(M) = 0 = ϕa(MQ1), entonces, existe Q ∈ RT tal que
MQ1 = NQ = N1QQ1. Por lo tanto M = N1Q luego ker(ψb) ⊆ (N1).
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Por otra parte si M ∈ (N1), M es de la forma QN1 y ψb(QN1) =
QN1ϕa(Q1) = Qϕa(N1Q1) = 0. Por lo tanto (N1) ⊆ ker(ψb). De este modo,
B es RT -submódulo ćıclico de A de orden N1.

En base a los lemas 1.14 y 1.15 se tiene la siguiente proposición.

PROPOSICIÓN 1.16. Sea A un módulo ćıclico de orden M . Entonces
para cada divisor mónico N de M existe un único submódulo ćıclico de A,
de orden N .

Ahora sea A un módulo ćıclico con exponente M . Denotamos por CM ,
en analoǵıa a los grupos ćıclicos Cm, al módulo RT /(M), que es ćıclico de
orden M .

DEFINICIÓN 1.17. Se denota por Â o HomRT
(A,CM ), al grupo de ho-

momorfismos de A en CM , el módulo dual respecto al exponente M de A.

Supongamos que f : A→ B es un homomorfismo, y que ambos módulos
tienen exponente M . Se tiene un homomorfismo

f̂ : B̂ → Â

definido por f̂(ψ) = ψ ◦ f . La categoŕıa RT -módulos de exponente M , es
una subcategoŕıa plena de la categoŕıa RT -módulos. Además nótese que (̂)
es un funtor contravariante, es decir

(̂) : RT −módulos de exponente M → RT −módulos

es tal que si f : A→ B y g : B → C son homomorfismos, entonces
(1) ĝ ◦ f = f̂ ◦ ĝ y
(2) 1̂ = 1.

LEMA 1.18. Sean A un módulo finito, con exponente M , B y C módulos
tales que A = B × C. Entonces Â es isomorfo a B̂ × Ĉ.

Demostración. En primer lugar, B×C es un módulo de exponenteM , ya que
M(b, c) = (Mb,Mc) = (0, 0). De las proyecciones naturales π1 : B×C → B

y π2 : B × C → C, se obtiene los homomorfismos π̂1 : B̂ → B̂ × C y
π̂2 : Ĉ → B̂ × C, por lo que definimos θ : B̂ × Ĉ → B̂ × C por medio de:

θ(ψ1, ψ2) = π̂1(ψ1) + π̂2(ψ2)

donde (ψ1, ψ2) ∈ B̂ × Ĉ. Se tiene que θ es homomorfismo. Por otra parte si
ψ ∈ B̂ × C entonces, puesto que ψ es homomorfismo, ψ(x, y) = ψ(x, 0) +
ψ(0, y) para todo (x, y) ∈ B × C. Ahora si definimos ψ1 : B → AM y
ψ2 : C → AM por

ψ1(x) = ψ(x, 0)
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y
ψ2(y) = ψ(0, y)

entonces ψ1 y ψ2 son homomorfismos. Esto induce una función

δ : B̂ × C → B̂ × Ĉ

dada por
δ(ψ) = (ψ1, ψ2)

que es homomorfismo de módulos y cuya inversa es θ. Esto termina la de-
mostración.

PROPOSICIÓN 1.19. Un módulo finito A, con exponente M , es isomorfo
a su dual. En otras palabras

A ∼= Â = HomRT
(A,CM ).

Demostración. Sea A un módulo finito de exponente M y hagamos la sigui-
ente observación: Por el teorema 4.7, Caṕıtulo 5 de [14], A se puede escribir
como

A ∼= ⊕PAP
la suma anterior es sobre todos los mónicos irreducibles P y AP denota los
elementos de A que tiene orden una potencia de P . Ahora por el teorema
4.9, Caṕıtulo 5 de [14], cada AP se puede escribir como

AP ∼= CPα1 ⊕ · · · ⊕ CPαk

donde α1 ≥ . . . ≥ αk ≥ 1 y cada CPαi es un módulo ćıclico cuyo generador
tiene orden Pαi , aśı cada CPαi tiene orden Pαi . Nótese que cada AP y cada
CPαi tiene exponente M .

Por la observacion anterior y el lema 1.18, podemos suponer que A es
ćıclico generado por a con orden Pα, con α ∈ N y P ∈ RT irreducible. Por
lo tanto la función ϕa es un homomorfismo suprayectivo y (Pα) = ker(ϕa).

Como M es un exponente de A, se tiene que ϕa(M) = Ma = 0 por lo
tanto M ∈ ker(ϕa), es decir, Pα |M .

De la proposición 1.16, se tiene que CM tiene un único submódulo ćıclico
de orden Pα, que denotamos por CPα . El homomorfismo ϕa : RT → A
induce un isomorfismo, que seguiremos denotando por ϕa

RT /(Pα) → A

Al inverso del isomorfismo ϕa, lo denotaremos por ψ : A → CPα . Sea
y = ψ(a), entonces y es un generador de CPα . Al componer ψ con la inclusión
natural CPα ↪→ CM , se obtiene un elemento de Â, que seguiremos denotando
por ψ.
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Ahora sea ϕ ∈ Â, aśı ϕ : A→ CM es homomorfismo. Nótese que Im(ϕ) ⊆
CM es submódulo ćıclico de orden N . Aśı, existe w ∈ Im(ϕ), w = ϕ(aw) con
aw ∈ A, que genera a Im(ϕ) y su orden es N .

Puesto que
Pαw = Pαϕ(aw) = ϕ(Pαaw) = 0

se tiene que Pα ∈ (N). Por lo tanto Pα = ND, para algún D ∈ RT . Por lo
que N = P γ además γ ≤ α, es decir, w tiene orden P γ y como w genera a
Im(ϕ), se tiene que Im(ϕ) ⊆ CPα .

Por otro lado ϕ esta determinado completamente por su acción en a,
donde a ∈ A es un generador de A, pero ϕ(a) ∈ CPα y y es un generador de
CPα . Por lo tanto ϕ(a) = Ny. Si ψN = Nψ entonces

ψN (a) = Nψ(a) = Ny = ϕ(a),

es decir ϕ = ψN ∈ (ψ).

Aśı Â = (ψ) y contiene qdeg(Pα) elementos. Por lo tanto A ∼= Â.

Sean A y B módulos.

DEFINICIÓN 1.20. Una función bilineal de A × B en un módulo C es
una función

A×B → C

denotada por (a, b) 7→< a, b >, que tiene la propiedad siguiente: para cada
a ∈ A, la función b 7→< a, b > es un homomorfismo y, para cada b ∈ B, la
función a 7→< a, b > es un homomorfismo. Un a ∈ A se dice ortogonal a
S ⊆ B si < a, b >= 0 para cada b ∈ S.

De modo análogo tenemos la definición de que b ∈ B sea ortogonal a
S ⊆ A. El núcleo izquierdo de la función bilineal es el submódulo de A, que
denotamos por NI , ortogonal a B, es decir

NI = {a ∈ A |< a, b >= 0para todo b ∈ B.}

El núcleo derecho de la función bilineal es el submódulo de B, que deno-
tamos por ND, ortogonal a A, es decir

ND = {b ∈ B |< a, b >= 0para todo a ∈ A.}

b ∈ B da lugar a un elemento de HomRT
(A,C), dado por a 7→< a, b >,

que denotamos por ψb. Entonces ψb se anula en NI , es decir, ψb(a) = 0 para
cada a ∈ NI . Aśı, ψb induce un homomorfismo A/NI → C, dado por

a+NI 7→ ψb(a)
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Por otro lado si b ≡ b′ modND entonces ψb = ψb′ , esto da lugar, en
primer lugar a un homomorfismo ψ : B/ND → HomRT

(A/NI , C), dado por

ψ(b+ND) = ψb

y en segundo lugar a la sucesión exacta de módulos

0 → B/ND → HomRT
(A/NI , C). (1.2)

De modo similar se obtiene

0 → A/NI → HomRT
(B/ND, C). (1.3)

Supongamos que C es ćıclico de orden M , entonces para cada b ∈ B se
tiene Mψb = ψMb = 0, por lo tanto B/ND tiene exponente M . De modo
similar A/NI tiene exponente M .

PROPOSICIÓN 1.21. Sea A×A′ → C una función bilineal de módulos,
con C ćıclico de orden M 6= 0. Sean B y B′ los núcleos izquierdos y derecho
respectivamente. Supongamos que A′/B′ es finito. Entonces A/B es finito y
A′/B′ es isomorfo al módulo dual de A/B.

Demostración. De las sucesiones exactas (1.2) y (1.3), se deduce que las
sucesiones siguientes son exactas

0 → A′/B′ → HomRT
(A/B,C) (1.4)

y

0 → A′/B′ ψ−→ HomRT
(A/B,C) (1.5)

Por otro lado como C es ćıclico de orden M , entonces C ∼= RT /(M).
Por lo tanto C es finito. Puesto que A′/B′ es finito por hipótesis, en-
tonces HomRT

(A′/B′, C) es finito. De la sucesión exacta (1.5) deducimos
que card(A/B) ≤ card(HomRT

(A/B,C)). Por lo tanto de la proposición
1.19 se tiene que card(A/B) ≤ card(A′/B′).

Por otra parte de la sucesión (1.4) y de la proposición 1.19 deducimos
card(A′/B′) ≤ card(A/B). Por lo tanto card(A′/B′) = card(A/B). Puesto
que ψ es inyectiva, entonces de la proposición 1.19 concluimos

HomRT
(A/B,C) ∼= A/B ∼= A′/B′ ∼= HomRT

(A′/B′, C).
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1.3. Algunos resultados sobre torsión

DEFINICIÓN 1.22. Sean A un RT -módulo y N ∈ RT . Definimos N ·A =
{Na | a ∈ A}. Por otro lado si A es un módulo de torsión escribiremos

OA = {orden(a) | a ∈ A}.

DEFINICIÓN 1.23. Un módulo A se dice acotado si A es un módulo de
torsión y existe un numero natural m tal que para cada M ∈ OM se tiene
deg(M) ≤ m.

LEMA 1.24. Sea A un módulo.

(1) Para cada M ∈ OM y todo N ∈ RT , tal que N | M , se tiene que
N ∈ OA.

(2) Para todo M,N ∈ OA se tiene que [M,N ] ∈ OA.

(3) Sea A un módulo acotado y M ∈ OA de grado máximo, entonces todo
elemento de OA divide a M .

Demostración. (1) Sean M ∈ OA y N | M . Entonces existe a ∈ A tal
que M = orden(a), por lo tanto N es el orden de b = M

N a ya que Nb =
(MN )Na = Ma = 0. Por otra parte, si N1 es el orden de b, entonces se
tiene que N1b = MN1

N a = 0 de aqúı se sigue que existe N2 ∈ RT tal que
N1 = N2N . Por lo tanto orden(b) = N .

(2) Se observa que si (M,N) = 1, entonces MN ∈ OA. Para mostrar la
afirmación anterior, sean aM , aN ∈ A, con ordenes M y N respectivamente y
b = aM +aN . Entonces MNb = MN(aM +aN ) = N(MaM )+M(NaN ) = 0.
Aśı, MN ∈ (Ñ), donde Ñ = orden(b).

Por otro lado Ñb = Ñ(aM+aN ) = ÑaM+ÑaN = 0, de esto se sigue que
ÑaM = −ÑaN . Por lo tanto MÑaN = 0, de aqúı se sigue que ÑM = R1N .
Ahora si N = Pα1

1 . . . Pαr
r , de la hipótesis hecha sobre M y N se sigue que

Pαi
i | Ñ .

Como NÑaM = 0, siguiendo un razonamiento análogo al parrafo ante-
rior ahora con M = Qβ1

1 . . . Qβs
s , se tendrá que Qβj

j | Ñ . Por lo tanto se tiene
que Ñ = MNN2, es decir, orden(h) = MN .

Por inducción podemos mostrar que si M1, . . . ,Mr ∈ OG satisfacen que

(Mi,Mj) = 1

para i 6= j, entonces M1 · · · · ·Mr ∈ OG.

Falta mostrar que si M,N ∈ OG, entonces [M,N ] ∈ OG. Podemos
suponer que

M = Pα1
1 · · · · · Pαs

s y N = P β1
1 · · · · · P βs

s
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con P1, · · · , Ps irreducibles distintos y αi, βj ∈ N∪{0}. Nótese que Pmax(αi,βi)
i

divide a M o N , aśı por (1), se tiene que P
max(αi,βi)
i ∈ OG. Por lo que

[M,N ] = P
max(α1,β1)
1 · . . . · Pmax(αs,βs)

s ∈ OG.

(3) Sea N ∈ OA. Entonces por (2) se tiene que [N,M ] ∈ OA, por lo que

deg([N,M ]) ≤ deg(M).

Pero deg(M) ≤ deg([N,M ]), por lo tanto M = [N,M ] y, aśı, N |M .

COROLARIO 1.25. Sea A un módulo acotado, y M = máx(OA), esto
último es una abreviatura de la frase: M es un polinomio que pertenece a
OA de grado máximo. Entonces M ·A = {0}.

Demostración. Aplicar el lema 1.24.

DEFINICIÓN 1.26. El módulo A se dice N -acotado si es acotado y N ∈
RT es monico y es el polinomio de menor grado tal que N ·A = {0}.

LEMA 1.27. Sea A un módulo N -acotado. Si M · A = {0} para algún
M ∈ RT no constante, entonces N |M .

Demostración. Por el algoritmo de la división se puede escribirM = NA+R
de tal modo que R = 0 o deg(R) ≤ deg(N). Por lo tanto R ·A = {0} y por
la minimalidad de N se tendrá que R = 0.

PROPOSICIÓN 1.28. Sean A un módulo N -acotado, M = máx(OA) y
R el mı́nimo común múltiplo del conjunto OA. Entonces N = M = R.

Demostración. Por el corolario 1.25 se tiene que R |M . Puesto que M ∈ OA
se tiene que M | R, de aqúı se obtiene la igualdad M = R.

Ahora se tiene que M ·A = {0}, por el corolario 1.25, aśı por el lema 1.27
se tendrá que N | M . Por otro lado existe a0 ∈ A tal que M = orden(a0),
aśı pues Ma0 = 0 y de aqúı inferimos que M | N . Por lo tanto N = M .

Denotamos por PN al conjunto de polinomios irreducibles que dividen a
N .

PROPOSICIÓN 1.29. Sea A un módulo N -acotado. Entonces para cada
D ∈ RT , tal que D | N , existe aD ∈ A con orden D. En particular, para
cada P ∈ PN existe aP ∈ A de orden P .

Demostración. En primer lugar se tiene que N = M = max(OA), por la
proposición 1.28. Puesto que M ∈ OA, se deduce que D | N = M . Por lo
tanto se tiene que D ∈ OA por lema 1.24. Aśı existe aG ∈ A de orden D.

El siguiente resultado es un análogo al siguiente lema, (ver lema 2.1 de
[24]).
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LEMA 1.30. Sean F un campo y m, n numeros naturales tales que el
máximo común divisor de m y n es 1. Si a = bm1 = bn2 , con b1, b2 ∈ F ,
entonces existe b ∈ F tal que a = bmn

Para el lema análogo, que es el siguiente, K es un campo tal que k ⊆
K ⊆ k y el grado de trascendencia de la extensión K/Fq es uno. En este
lema consideramos la acción de Carlitz-Hayes.

LEMA 1.31. Sean a, b1, b2 ∈ K y M,N ∈ RT , (M,N) = 1, tales que
a = bM1 = bN2 . Entonces existe b ∈ K tal que bMN = a.

Demostración. Sea M1 = M + N . Entonces (MN,M1) = 1 puesto que,
en caso contrario, se considera un irreducible Q que divide a MN y M1,
se tendrá que Q | M y Q | N , lo cual contradice que M y N son primos
relativos. Por lo tanto podemos escribir 1 = D1M1 −D2MN , con D1, D2 ∈
RT . Sea b = (b1 + b2)D1 − aD2 . Entonces

bMN = (b1 + b2)MND1 − aD2MN

= bMND1
1 + bMND1

2 − aMND2

= aND1 + aMD1 − aMND2

= aM1D1−MND2

= a.
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Caṕıtulo 2

Extensiones radicales
ciclotómicas

2.1. Extensiones radicales ciclotómicas.

En lo que sigue, a menos que se especifique otra cosa, las extensiones
de campos de funciones consideradas L/Fq satisfacen que k ⊆ L ⊆ k y L/k
es una extensión algebraica. Por otra parte, si L/Fq y K/Fq son campos
de funciones y K ⊆ L, entonces L es una extensión de K, en el sentido de
campos de funciones, ya que ambos campos contiene a Fq. A menudo un
campo de funciones L/Fq lo denotaremos solo por L. Por otro lado a las
extensiones anteriores se les da estructura de RT -módulo, usando la acción
de Carlitz-Hayes definida anteriormente.

El primer objeto a considerar, asociado a la extensión L/K es el siguiente:

T (L/K) = {u ∈ L | existe un M ∈ RT \ {0} tal que uM ∈ K}.

Nótese que T (L/K) ⊆ L es subgrupo del grupo aditivo L. Por otro lado
T (L/K) es RT - módulo y el RT -módulo T (L/K)/K es de RT -torsión. A este
último RT - módulo lo denotamos por cog(L/K). Se tiene que cog(L/K) es el
análogo al grupo T (L/K)/K∗, en el caso de una extensión L/K de campos
donde T (L/K) denota el grupo de torsión usual asociado a la extensión
L/K, es decir T (L/K) = {u ∈ L | existe n ∈ N tal que un ∈ K} (ver [10]
p.1).

DEFINICIÓN 2.1. Diremos que una extensión L/K es radical si existe
A ⊆ T (L/K) tal que L = K(A); diremos que una extensión L/K es sep-
arable si cada x ∈ L es ráız de un polinomio P , con coeficientes en K, sin
ráıces multiples; decimos que L/K es pura si para cada polinomio mónico
irreducible M ∈ RT y cada u ∈ L tal que uM = 0 se tiene que u ∈ K;
finalmente diremos que L/K es una extensión radical ciclotómica si:

(1) es radical,

15
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(2) separable y

(3) pura.

Al módulo cog(L/K) = T (L/K)/K lo llamaremos módulo de cogalois
de la extensión.

EJEMPLO 2.2. La extensión k(ΛM )/k, con M ∈ RT , es radical ya que
existe W = ΛM ⊆ T (k(ΛM )/k) tal que k(ΛM ) = k(W ), es separable, pero
no pura, ya que por la Proposición 1.7, se tiene que la únicas ráıces de
Carlitz que estan en k(ΛM ) son ΛM y si Q es un factor irreducible de M ,
λQ ∈ ΛM , pero no está en k. Por lo tanto k(ΛM )/k no es una extensión
radical ciclotómica. �

El siguiente ejemplo muestra la existencia de extensiones radicales ci-
clotómicas.

EJEMPLO 2.3. Sean p un primo impar y M = T . Considere la extensión
k(ΛM )/k cuyo grado es p− 1. Se ha visto en el ejemplo 2.2 que k(ΛM )/k no
es pura. Ahora considere el polinomio

F (X) = XT − 1 = Xp +XT − 1

Se afirma que 1 ∈ k(ΛM ) \ k(ΛM )M , ya que si ocurre lo contrario, existe
u ∈ k(ΛM ) tal que uM = 1. Sea α un generador de ΛM . Nótese que [k(α) :
k] = p− 1, por lo que {1, α, α2, . . . , αp−2} es una base de k(ΛM ) sobre k.

Por lo tanto u se puede escribir como u = a0 + a1α+ · · ·+ ap−2α
p−2 con

a0, a1, . . . , ap−2 ∈ k. Por lo que

uT = aT0 + (a1α)T + · · ·+ (ap−2α
p−2)T

= (ap0 + a0T ) + (ap1α
p + a1αT ) + · · ·

+ (app−2α
p(p−2) + ap−2α

p−2T )

(2.1)

Como αT = αp + αT = 0 entonces αp = −αT . Por lo tanto, puesto que
uT = 1, de las igualdades 2.1 se obtiene

1 = (ap0 + a0T ) + (ap1α
p + a1αT ) + · · ·+ (app−2α

p(p−2) + ap−2α
p−2T )

= (ap0 + a0T ) + (−ap1αT + a1αT ) + · · ·+ (−app−2α
p−2T p−2 + ap−2α

p−2T )

es decir
0 = (ap0 + a0T − 1) + c1α+ c2α

2 + · · ·+ cp−2α
p−2

donde ci = (−1)iapiT
i + aiT , i = 1, . . . , p− 2, pertenecen a k.
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Por lo tanto llegamos a la ecuación

0 = ap0 + a0T − 1

ya que {1, α, α2 . . . , αp−2} es base de k(ΛM ) sobre k. Pero a0 = f(T )
g(T ) , con

(f(T ), g(T )) = 1, de aqúı derivamos la ecuación fp(T ) + f(T )gp−1(T )T =
gp(T ) sin embargo esto contradice el que (f(T ), g(T )) = 1.

Sea L el campo de descomposición de F (u), sobre k(ΛM ), entonces la
extensión L/k(ΛM ) es separable. Como la extension L/k(ΛM ) es de Carlitz-
Kummer (ver [23]), entonces por la proposición 2.3 de [23], se tiene que [L :
k(ΛM )] = pt, con t ≥ 1. Si β es una ráız de F (u) se tiene que L = k(ΛM )(β),
aśı la extensión anterior es radical. Nótese que como el irreducible de β divide
a F (u) = up + uT − 1, entonces tal irreducible es F (u). En particular de
esto se deduce que t = 1.

Para mostrar que la extensión L/k(ΛM ) es radical ciclotómica, bas-
tará mostrar que es pura, puesto que se ha mostrado que es radical y sepa-
rable. Para este fin considere polinomios mónicos irreducibles N , con grado
de N > 1 y sea u ∈ L tal que uN = 0, se afirma que u = 0, en caso contrario
u es un generador de ΛN y se puede considerar el diagrama

L

{{
{{

{{
{{

FF
FF

FF
FF

F

k(u)

CC
CC

CC
CC

k(ΛM )

xx
xx

xx
xx

x

K

Ahora [k(u) : k] = pgr(N)−1 ≥ p(p−1) = [L : k], pero esto contradice que
[k(u) : k] | [L : k]. Por lo tanto u = 0 ∈ k(ΛM ). Esto muestra la propiedad
(3) de la definición 2.1, para los polinomios de grado mayor que 1.

Resta mostrar la propiedad (3) de la definición 2.1 para los polinomios
de grado 1. Para ello se consideran los polinomios T, T + 1, . . . , T + (p− 1),
bastará considerar, por ejemplo, N = T + 1. Sea u ∈ L tal que uT+1 =
0 y supongamos que u /∈ k(ΛM ), en particular u 6= 0; de esta manera
irr(u, k(ΛM )) | (up−1+T+1), pero por nuestra suposición deg(irr(u, k(ΛM ))) =
p, una contradicción. Por lo tanto u ∈ k(ΛM ).

�

Para el siguiente ejemplo necesitamos la siguiente proposición

PROPOSICIÓN 2.4. Sean q > 2, P ∈ RT mónico e irreducible y n ∈ N.
Entonces la extensión k(ΛPn)/k(ΛP ) es pura.

Demostración. Sea z ∈ k(ΛPn) tal que existe un polinomio mónico irre-
ducible Q ∈ RT , de modo que zQ = 0. Aśı existe un N tal que z = λNQ y
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podemos suponer que Q - N , ya que si Q | N se tendrá que z = λNP = 0.
Por otra parte, de la proposición 1.7 se tiene que µ(k(ΛPn)) = ΛPn , por lo
que zP

n
= 0.

Aśı, por la Observación 1.3, existe un M ∈ RT tal que NPn ξQ = Mξ,
con la hipótesis sobre Q, se deduce que Q | Pn. Por lo tanto Q = P , es decir,
z ∈ k(ΛP ) lo deseado.

EJEMPLO 2.5. La extensión k(ΛPn)/k(ΛP ) es radical ciclotómica, ya que
claramente, es radical y es separable ya que el polinomio, con coeficientes
en RT , UP

n
, es separable y por el lema 2.4 la extensión es pura. �

2.2. Propiedades de las extensiones radicales.

La extensiones radicales, en el sentido de este trabajo L/K tienen pro-
piedades análogas a las extensiones radicales en el sentido de [10] o [1]. Sea
A un RT -módulo de torsión. Considere OA el conjunto dado en la defini-
ción 1.22. Supongamos que A es un RT -módulo acotado, en el sentido de
la definición 1.23. Al mı́nimo común múltiplo de los elementos de OA, lo
llamaremos el RT -anulador de A y lo denotamos por anulador(A).

Ahora sea E/F una extensión radical, no necesariamente finita. Existe
A ⊆ T (E/F ) tal que E = F (A). Podemos reemplazar A por el submódulo
de E generado por A y F , que seguiremos denotando por A. Es decir, puede
suponerse que F ⊆ A.

Ahora A/F es RT -módulo de torsión, aśı tiene sentido considerar OA/F .
Diremos que una extensión de RT -torsión, E/F , es una extensión acotada
si A/F es RT -módulo acotado, en este caso si N = anulador(A/F ), diremos
que E/F es una extensión N acotada.

LEMA 2.6. Sean A un RT -módulo, bajo la acción de Carlitz-Hayes, a ∈ A
de orden finito M = P k11 · · ·P kr

r . Entonces, si Qi = P ki
i , i = 1, . . . , r, A

tiene elementos de orden Qi.

Demostración. Considere ai = aNi , donde Ni =
∏
j 6=i P

kj

j . Nótese que ai 6=
0, ya que en caso contrario Ni ∈ (M), es decir, Ni es divisible por M , lo
cual es una contradicción.

Sea θai : RT → A definido por θai(N) = aNi . De esta manera θai(Qi) = 0,
por lo que Qi ∈ ker(θai) = (Ñi), es decir, Ñi | Qi. Por lo tanto Ñi = Pαi

i ,

con α1 ≥ 1. Dado que aP
αi
i
i = aP

αi
i Ni = 0, se tiene que M | NiP

αi
i . Lo

cual implica que αi ≥ ki. Finalmente puesto que aP
ki
i
i = 0, se tiene que

Ñi = Qi = P ki
i .

En este contexto se tiene la siguiente proposición.
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PROPOSICIÓN 2.7. Sea E/F una extensión radical, no necesariamente
finita, acotada, y sea N = anulador(A/F ). Entonces E/F es de Galois si y
sólo si λM ∈ E para todo M ∈ OA/F .

Demostración. Sea α ∈ E cuyo orden es M ∈ RT , aśı tenemos que αM =
a ∈ F . Considere f(u) = uM − a =

∏
N (u− (α+ λNM )) ∈ F [u], por lo tanto

los conjugados de α son

{α+ ξ1, . . . , α+ ξs}

para algunos ξi ∈ ΛM .

Sea B el RT -módulo generado por {ξ1, . . . , ξs}. Entonces B ⊆ E y existe
M ′ ∈ RT , que divide a M , tal que B = ΛM ′ . Si M ′ 6= M , entonces αM

′
=

a′ ∈ F lo cual es una contradicción. Por lo tanto M ′ = M y λM ∈ E.

Ahora supongamos que λM ∈ E para todo M ∈ OA/F . Sea u ∈ A y M =
orden(u). Como todo conjugado de u sobre F es de la forma u + λNM ∈ E,
se sigue que la extensión E/F es normal, y como los u son separables sobre
F , entonces E/F es de Galois.

En algunas extensiones radicales L/K, es posible encontrar un elemento
primitivo expĺıcito y que pertenezca cog(L/K), como lo muestra la siguiente
Proposición

PROPOSICIÓN 2.8. Sea L/K una extensión tal que L = K(α, β) y
existen M,N ∈ RT con αM = a, βN = b, a, b ∈ K, M y N primos relativos.
Entonces L = K(α+ β), es decir, α+ β es un elemento primitivo.

Demostración. Puesto que α + β ∈ K(α, β) entonces K(α + β) ⊆ K(α, β).
Por otro lado (α + β)M = αM + βM = a + βM ∈ K(α + β) y (α + β)N =
αN+βN = αN+b ∈ K(α+β). Por lo tanto se tiene que βM , αN ∈ K(α+β).

Ahora puesto que 1 = MS1 +NS2 se tiene que

α = α1 = αMS1+NS2 = aS1 + (αN )S2 ∈ K(α+ β)

y
β = β1 = βMS1+NS2 = (βN )S1 + bS2 ∈ K(α+ β)

Aśı pues K(α, β) = K(α+ β), más aún

(α+ β)MN = (αM )N + (βN )M ∈ K.

Nótese que el argumento anterior se puede generalizar a extensiones de
la forma L/K, con L = K(α1, . . . , αs) de modo que existen Mi ∈ RT con
αMi
i = ai ∈ K y los polinomios Mi primos a pares.

Tenemos una serie de lemas, análogos a los lemas 1 y 5 de [12]. El objetivo
de enunciar y demostrar tales lemas, es tratar de establecer el análogo, en
el sentido de este trabajo, de la siguiente proposición (ver [12] Satz 2).



20 CAPÍTULO 2. EXTENSIONES RADICALES CICLOTÓMICAS

PROPOSICIÓN 2.9. Sean L/K una extensión finita separable, n ∈ N
tal que (n, car(K)), donde car(K) la caracteristica del campo K, y sea G un
grupo tal que K∗ ⊆ G ⊆ L∗ y Gn ⊆ L. Entonces

(1) (G∗ : Kn) | [L : K]

(2) G/K∗ es finito.

El análogo seŕıa:

PROPOSICIÓN 2.10. Sea L/K una extensión finita y separable, n ∈ N
primo relativo a la caracteristica de K y C un grupo con K∗ ⊆ C ⊆ L∗ tal
que Cn ⊆ K. Entonces

(1) (Cn : K∗n) | [L : K]

(2) Los grupos C∗/K∗ y Cn/K∗n son finitos.

Empezamos definiendo para una extensión L/K y N ∈ RT no constante

T (N) = {x ∈ L | xN ∈ K}

LEMA 2.11. Sea x ∈ T (N)\K y M el orden de x. Supongamos que Q |M ,
Q irreducible, y que ΛQ ⊆ K. Entonces xM /∈ KQ.

Demostración. Supongamos lo contrario. Sea xM ∈ KQ. Aśı xM = yQ, para
algún y ∈ K. Ahora se tiene que x

M
Q satisface

(x
M
Q )Q = xM = yQ

es decir, (x
M
Q − y)Q = 0. Por lo tanto, existe B ∈ RT tal que

x
M
Q − y = λBQ ∈ K.

Esto último implica que x
M
Q ∈ K, lo cual es absurdo. Por lo tanto

xM /∈ KQ.

Para el siguiente lema, sea C un RT -módulo, tal que K ⊆ C ⊆ L y
CN ⊆ K. Por otro lado, sea N = N1N2 de modo tal que (N1, N2) = 1.
Definimos, para i = 1, 2,

C(Ni) = {x ∈ C | xNi ∈ K}.

Nótese que CN ⊆ CNi

(Ni)
para i = 1, 2, puesto que si x ∈ CN , entonces

existe c ∈ C tal que x = cN = (cN2)N1 . Ahora, puesto que cN2 ∈ C debido
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a la naturaleza de la acción de Carlitz-Hayes, se tiene que cN ∈ CN1

(N1). De

modo análogo se demuestra que cN ∈ CN2

(N2).

Por otro lado se tiene que KN = KN1 ∩ KN2 , puesto que si x ∈ KN ,
existe y ∈ K tal que x = yN , por lo que x = yN = (yN2)N1 ∈ KN1 y
x = yN = (yN1)N2 ∈ KN2 . Además si x ∈ KN1 ∩KN2 , se tiene que x = xN1

1

y x = xN2
2 , por otra parte 1 = N1D1 +N2D2, aśı que

x = x1

= xN1D1+N2D2 = xN1D1 + xN2D2

= (xN2N1
1 )D1 + (xN2N1

2 )D2

= (xD1
1 + xD2

2 )N

De aqúı se sigue que x ∈ KN puesto que xD1
1 + xD2

2 ∈ K. Por otro lado
se define

θ : CN → CN1

(N1) × CN2

(N2)

como θ(xN ) = (xN , xN ).

Esta función θ induce una función

ϕ : CN/KN → CN1

(N1)/K
N1 × CN2

(N2)/K
N2

dada por ϕ(xN +KN ) = (xN +KN1 , xN +KN2). Puesto que KN ⊆ KNi ,
para i = 1, 2, se tiene que ϕ está bien definida.

LEMA 2.12. La función ϕ definida anteriormente, es un isomorfismo. Por
lo tanto

card(CN/KN ) = card(CN1

(N1)/K
N1)card(CN2

(N2)/K
N2)

Demostración. Se tiene que ϕ es una función inyectiva, puesto que si se tiene
ϕ(xN + KN ) = (0, 0) entonces xN ∈ KNi para i = 1, 2 y esto implica que
xN ∈ KN .

Por otro lado, supongamos que

(xN1
1 +KN1 , xN2

2 +KN2) ∈ CN1

(N1)/K
N1 × CN2

(N2)/K
N2 .

Puesto que (N1, N2) = 1, existen A1, A2 ∈ RT tales que

A1N1 ≡ 1 mód N2 y A2N2 ≡ 1 mód N1.

Sea w = xA2N
1 + xA1N

2 + KN . Entonces xA2N
1 = xA2N2N1

1 = xN1
1 + xS1N1 y

xA1N
2 = (xS2

2 )N1 . Por lo tanto ϕ es suprayectiva.
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PROPOSICIÓN 2.13. Sea L/K una extensión finita tal que existe x ∈ L
con L = K(x) y tal que x = (x + K) tiene orden N ∈ RT , no constante.
Supongamos que a = xN ∈ K no pertenece a KN y que ΛN ∩K = 0. Sea
M un divisor de N de tal modo que xN ∈ KM pero si M ′ es otro divisor de
N , de grado mayor al de M , se tenga que xN /∈ KM ′

. Entonces

(1) λM ∈ L.

(2) K(λM )/K es abeliana.

(3) ((K,x)N : KN ) = qdeg( N
M

).

Aqúı (M : N) denota el ı́ndice del módulo N en el módulo M .

Demostración. (1) Existe z ∈ K tal que xN = zM . Entonces (x
N
M − z)M =

xN − zM = 0. Por lo que x
N
M − z = λBM . Supongamos que (B,M) 6= 1.

Entonces B/M = B′/M ′, con (B′,M ′) = 1 y gr(M ′) < gr(M). Por lo que

(x
N
M − z)M

′
= (λB

′
M ′)M

′
= 0.

Pero gr(NM
′

M ) < gr(N) y zM
′ ∈ K, lo cual contradice la elección de N . Por

lo tanto (B,M) = 1 aśı λM ∈ L.

(2) Considere el diagrama siguiente

k(λM ) k(λM )K = K(λM )

k K

Sea K̃ = k(λM ) ∩K. Puesto que k(λM )/k es una extensión de Galois,
se tiene que K(λM )/K es una extensión de Galois, de tal modo que

H = Gal(k(λM )/K̃) ∼= Gal(K(λM )/K).

Por otro lado si G = Gal(k(λM )/k), entonces H ⊆ G es un subgrupo y G
es abeliano. Esto muestra que K(λM )/K es abeliana.

(3) Considere el módulo (K,x) generado por K y x, aśı que K ⊆ (K,x).
Se sigue que KN ⊆ (K,x)N . Ahora si A = (K,x)N/KN , se afirma que
(a) = A, donde a = a+KN , ya que si w ∈ A entonces

w = ((
∑

aBi
i ) + xC)N +KN =

∑
aNBi
i + xCN +KN = aC +KN .

Por lo tanto A ⊆ (a).

Ahora sea D el orden de a. Entonces

(xN )
N
M = (x

N
M )N = (z + λM )N = zN ∈ K.



2.3. EXTENSIONES RADICALES CICLOTÓMICAS 23

Por lo tanto D | NM .

Por otra parte, de xN = zM se sigue que xND = zMD, pero se tiene que
xND = aD ∈ KN , por la definición del orden de a. Por lo tanto existe u ∈ K
tal que zMD = uN . Por otro lado, puesto que D | NM , existe S1 ∈ RT tal que
N = DS1M . Ahora

(u
N

MD − z)N = U
N2

MD − zN

= uNS1 − zN

= uNS1 − z
N
S1
S1

= (uN − z
N
S1 )S1

= (uN − zMD)S1

= 0.

Por lo tanto z = u
N

MD , ya que u
N

MD ∈ K y por la hipótesis. Por otro lado

xN = zM = (u
N

MD )M = u
N
D = uMS1 ∈ KMS1 .

Por la condición impuesta a M se sigue que S1 = 1. En consecuencia el
orden de a es N

M .

2.3. Extensiones radicales ciclotómicas

Las extensiones radicales ciclotómicas tiene algunas propiedades, análo-
gas a las propiedades de las extensiones cogalois clásicas. Necesitamos primero
un lema.

LEMA 2.14. Sea K ⊆ L ⊆ L′ una torre de campos. Entonces L′/K es
pura si y sólo si L′/L y L/K son puras.

Demostración. Supongamos que L′/K es pura, sean λ ∈ L′ y P ∈ RT ,
mónico e irreducible, tal que λPP = 0. Entonces λP ∈ K ⊆ L, puesto que
L′/K es pura. Por lo tanto L′/L es pura. De modo completamente análogo
se prueba que L/K es pura.

Por otro lado supongamos que L′/L y L/K son puras, sean λP ∈ L′ y
P ∈ RT , mónico e irreducible, tal que λPP = 0, entonces, como L′/L es pura,
λP ∈ L y como L/K es pura, entonces λP ∈ K.

PROPOSICIÓN 2.15. Sea K ⊆ L ⊆ L′ una torre de campos, entonces

(1) Existe una sucesión exacta de RT -módulos

0 → cog(L/K) → cog(L′/K) → cog(L′/L)



24 CAPÍTULO 2. EXTENSIONES RADICALES CICLOTÓMICAS

(2) Si la extensión L′/K es radical ciclotómica, entonces la extensión L′/L
es radical ciclotómica.

(3) Si la extensión L′/K es radical, y las extensiones L′/L y L/K son
radicales ciclotómicas, entonces L′/K es radical ciclotómica.

Demostración. (1) El homomorfismo canónico

cog(L′/K) → cog(L′/L), x+K 7→ x+ L

es un RT -homomorfismo con núcleo cog(L/K). Esto prueba que la sucesión
de RT -módulos

0 → cog(L/K) → cog(L′/K) → cog(L′/L)

es exacta.

(2) Como L′/K es separable, entonces L′/L es separable y, por el lema
2.14, L′/L es pura. Finalmente puesto que T (L′/K) ⊆ T (L′/L) entonces
L′/L es radical.

(3) Como L′/L y L/K son radicales ciclotómicas, entonces ambas son
separables y puras, por lo tanto, por el lema 2.14, la extensión L′/K es pura,
además separable, por lo tanto L′/K es radical ciclotómica.

La proposición anterior seŕıa la análoga al teorema 1.6 de [10] que enun-
ciamos a continuación.

TEOREMA 2.16. Supongamos que L/K es cogalois.

(1) Para todo campo intermedio K ⊆ F ⊆ L, L/F y F/K son cogalois.

(2) Para todo campo intermedio K ⊆ F ⊆ L, tenemos que Lcog(F/K) = F .

(3) Para todo subgrupo H ⊆ cog(LH/K) = H.

(4) Las funciones cog(−)/ y L(−) son isomorfismos inversos de ret́ıculas.

(5) cog(L/F ) es canonicamente isomorfo a cog(L/K)/ cog(F/K).

Sin embargo el análogo al inciso (a) del teorema 2.16, no es válido en
general, es decir, existe una extensión radical ciclotómica L/K y un campo
K̃, con K ⊆ K̃ ⊆ L tal que K̃/K no es radical ciclotómica. Para empezar
necesitamos algunas definiciones y un lema.

DEFINICIÓN 2.17. Sean G un grupo y M un G-módulo. Una función
f : G → M se dice que es un homomorfismo cruzado de G con coeficientes
en M si para cada σ, τ ∈ G se tiene que f(σ ◦ τ) = f(σ) + σ · f(τ).

Al conjunto de homomorfismos cruzados lo denotamos por

Z1(G,M).
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DEFINICIÓN 2.18. Sean G un grupo y M un G-módulo. Una función
f : G → M se dice que es un homomorfismo cruzado principal de G con
coeficientes en M si existe x ∈M tal que f(σ) = σx− x, para cada σ ∈ G.
Al conjunto de homomorfismos cruzados principales lo denotamos por

B1(G,M).

Nótese que si L/K es una extensión de Galois de campos, entonces µ(L)
es un G = Gal(L/K)-módulo mediante la acción siguiente: dado σ ∈ G y
u ∈ µ(L) pongamos σ ·u = σ(u); ya que la acción de Carlitz-Hayes conmuta
con σ, σ · u está bien definida.

LEMA 2.19. Sean L/K una extensión Galois tal que [L : K] = p2, µ(L) =
µ(K) y G = Gal(L/K) ∼= Cp2. Entonces L/K no es una extensión radical.

Demostración. Supongamos que L/K es radical. Considere el grupo

H1(G,µ(L)).

Puesto que µ(L) = µ(K) se tiene que B1(G,µ(L)) = {1} (ver definición
2.18) y, por lo tanto,

H1(G,µ(L)) = Z1(G,µ(L))/B1(G,µ(L)) ∼= Hom(G,µ(L))

(ver [26] Caṕıtulo 1).

En consecuencia, por la proposición 2.23, se tendrá

cog(L/K) ∼= Hom(G,µ(K)).

Por el teorema de Cauchy, existe un elemento de orden p, digamos τ , en
G. Sean H = (τ) y L′ = LH . Nótese que, al ser H normal en G, se tiene
que L′/K es una extensión normal y, por lo tanto, de Galois. Además G′ =
Gal(L′/K) es isomorfo a Cp. Nótese que µ(L′) = µ(K). Aśı

cog(L′/K) ∼= Hom(G′, µ(K)).

Nótese que la cardinalidad de cog(L/K) ∼= Hom(G,µ(K)) es | µ(K) |. Para
ver ésto sea a ∈ G ∼= CP 2 un generador. Un homormorfismo ψ : G→ µ(K)
queda completamente determinado por su acción en a, por lo tanto hay
| µ(K) | homomorfismos de G en µ(K). Del mismo modo podemos mostrar
que la cardinalidad de cog(L′/K) ∼= Hom(G′, µ(K)) es | µ(K) |.

Por otro lado tenemos que cog(L′/K) ⊆ cog(L/K) (ver proposición 2.15
inciso (1)). Entonces, por cardinalidad, se tiene cog(L′/K) = cog(L/K),
pero de esto se sigue que L = L′, ya que si α1, . . . , αs generan a L sobre
K, entonces por lo mostrado se tendrá que α1, . . . , αs ∈ L′ y de aqúı la
afirmación. Pero se tendŕıa que [L : K] = p2 = [L′ : K] = p lo cual es una
contradicción.
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EJEMPLO 2.20. Sea M = Pn, n ∈ N y P ∈ RT irreducible. Considere la
extensión k(ΛM )/k(λP ). Sea t ∈ N de tal modo que pt−1 < n ≤ pt y n0 la
parte entera de n

pt−1 .

Del corolario 1 de [17], se obtiene

HM
∼= (Z/ptZ)α × Z/pn1Z× . . .× Z/pnsZ

con t > n1 ≥ . . . ≥ ns ≥ 0.

Sean n = 5 y p = 3. Si t = 2 se cumple que pt−1 < n ≤ pt, además
n0 = 1, el valor de α está dado por el corolario 1 de [17].

Se puede escoger un subgrupo de HM de la forma

H = (Z/ptZ)α−1 × Z/pn1Z× . . .× Z/pnsZ

y L′ = LH , aśı Gal(L′/k(λP )) ∼= Cp2 . Nótese también que µ(k(λP )) = µ(L′),
esto es posible, escogiendo adecuadamente q = ps.

Por el lema 2.19, L′/k(λP ) no es radical. Por lo tanto k(λP 5)/k(λP ) es
una extensión Galois radical ciclotómica, pero no cumple la propiedad de
que si L es un campo tal que k(λP ) ⊆ L ⊆ k(λP 5), entonces L/k(λP ) es
radical.

En este aspecto seŕıa mejor considerar la extensión k(λT 4)/k(λT ), con
q = pr, p = 3 y r = 3. Su grupo de Galois es isomorfo a

(Z/p2Z)3 × Z/pZ× Z/pZ× Z/pZ

ver [17], en especial el corolario 1 al lema 2.

Por otra parte, de la proposición 7.1.2. de [16], es posible encontrar
α ∈ Fq \ {0, 1, 2}, de modo que α2 6= 2.

Por lo tanto se consideran los polinomios, módulo T 4, 1 + T 2, 1 +αT 2 y
1+αT 3 de orden p y los polinomios 1+T (T+1), 1+T 2(T+1) y 1+T (T 2+1)
de orden p2. Si se considera el campo L = k(λT 4)H , donde H es el subgrupo
de Gal(k(λT 4)/k(λT )), generado por

{1 + T 2, 1 + αT 2, 1 + αT 3, 1 + T (T + 1), 1 + T 2(T + 1)},

entonces la extensión L/k(λT ) cumple la hipótesis del lema 2.19, aśı L/k(λT )
no es radical.

PROPOSICIÓN 2.21. Sean K/F y L/F extensiones de campos tales que
L ∩K = F . Entonces cog(K/F ) ⊆ cog(KL/L)
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Demostración. Nótese que F ⊆ T (K/F ) ∩ L ⊆ K ∩ L = F , es decir,
T (K/F ) ∩ L = F . Por otro lado T (K/F ) ⊆ T (KL/L).

Aśı cog(KL/L) ⊇ (T (K/F ) + L)/L y por los teoremas de isomorfismo,
se tiene que

(T (K/F ) + L)/L ∼= T (K/F )/(T (K/F ) ∩ L) = T (K/F )/F = cog(K/F ).

Esto prueba lo deseado.

PROPOSICIÓN 2.22. Sean K/F y L/F extensiones de campos tales
que L ∩ K = F y KL/F es pura. Entonces KL/F es una extensión ra-
dical ciclotómica y se tiene un monomorfismo cog(L/F ) × cog(K/F ) ↪→
cog(KL/F ).

Demostración. Por definición se tiene que L = F (T (L/F )) yK = F (T (K/F )).
Por lo tanto KL = F (T (L/F ), T (K/F )). Se sigue que KL/F es radical.
Además como las extensiones L/F y K/F son separables se sigue que KL/L
es separable y, por hipótesis, KL/L es pura. Por lo tanto KL/L es una ex-
tensión radical ciclotómica.

Para mostrar la última parte de la proposición se define

ϕ : cog(K/F )× cog(L/F ) → cog(KL/F )

como ϕ(x, y) = x+ y. Por lo tanto la condición L ∩K = F implica que ϕ
es un monomorfismo, lo cual prueba la proposición.

Para algunas extensiones L/K se tiene que el RT -módulo cog(L/K) es
finito. Por lo tanto en este punto conviene definir

µ(L) = {u ∈ L | existe un M ∈ RT \ {0} tal que uM = 0}.

Observamos que éste es el análogo a µ(L), las ráıces de la unidad de L,
ver [2].

Por otra parte, considere L/K una extensión de Galois de campos, con
grupo de Galois G = Gal(L/K). Nótese que µ(L) es un G-módulo, mediante
la acción siguiente: dado σ ∈ G y u ∈ µ(L) pongamos σ · u = σ(u); ya que
la acción de Carlitz-Hayes conmuta con σ, σ · u está bien definida.

TEOREMA 2.23. Sean L/K una extensión de Galois y G su grupo de
Galois. Entonces la función φ : cog(L/K) → Z1(G,µ(L)) dada por φ(u +
K) = fu donde fu(σ) = σ(u)− u, es un isomorfismo de grupos.

Demostración. Se define θ : T (L/K) → Z1(G,µ(L)) mediante θ(u) = fu.
Obsérvese que fu(σ ◦ τ) = σ(τ(u))− u, además fu(σ) = σ(u)− u y fu(τ) =
τ(u)− u aplicando a esta última ecuación σ se obtiene σ(f(τ)) = σ(τ(u))−
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σ(u), al sumar esta ecuación con la primera se obtiene que fu es un homo-
morfismo cruzado. Nótese de paso que si σ ∈ G entonces fu(σ) = σ(u) − u
está en µ(L), puesto que existe un N ∈ RT tal que uN ∈ K. Por lo tanto
(σ(u)− u)N = (σ(u))N − uN = σ(uN )− uN = 0.

Además
θ(u+ v) = fu+v

Por lo tanto

fu+v(σ) = σ(u+ v)− (u+ v)
= σ(u) + σ(v)− u− v

= σ(u)− u+ σ(v)− v,

es decir
θ(u+ v) = θ(u) + θ(v).

Por lo tanto θ es homomorfismo. Por otra parte sea u ∈ ker(θ), aśı θ(u) =
fu = 0, es decir, fu(σ) = σ(u)− u = 0, y como L/K es de Galois, entonces
u ∈ K.

Rećıprocamente si u ∈ K, claramente θ(u) = 0, aśı ker(θ) = K y por lo
tanto tenemos un monomorfismo de grupos abelianos

φ : cog(L/K) → Z1(G,µ(L)).

Por otro lado Z1(G,µ(L)) ⊆ Z1(G,L) y por el teorema 90 de Hilbert
aditivo que afirma que H1(G,L)) = Z1(G,L)/B1(G,L) = 0, se tiene que

Z1(G,L) = B1(G,L) = {f ∈ Z1(G,L) | existe un u ∈ L tal que f = fu}.

Entonces, dado f ∈ Z1(G,µ(L)) existe u ∈ L tal que f = fu, por lo que
para cada σ ∈ G, f(σ) = fu(σ) = σ(u) − u ∈ µ(L). Ahora, u es algebraico
sobre K, y se puede considerar la cerradura de Galois K ′ de K(u)/K. Se
tiene que K ⊆ K(u) ⊆ K ′ ⊆ L.

Sea H = Gal(L/K ′), entonces H �G y card(G/H) es finita. Los conju-
gados de u son {σ(u) | σ ∈ G = G/H}, aśı

σ(u) = σ(u) = u+ zσ con zσ ∈ µ(L).

Como sólo hay un número finito de elementos σ ∈ G = {σ1H . . . σsH}
existen Nσ1 , . . . , Nσs ∈ RT tales que (zσi)

Nσi = 0. Sea N = Nσ1 · · ·Nσs .
Entonces

σ(uN ) = (u+ zσ)N = uN + zNσ = uN + (zNσ
σ )Pσ = uN .

Como la extensión K ′/K es de Galois, esto implica que uN ∈ K, es decir,
φ es suprayectiva.
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En el contexto de la proposición 2.23 se tiene

PROPOSICIÓN 2.24. Sean E/F una extensión finita de Galois, Γ =
Gal(E/F ) y ∆ � Γ. Entonces la sucesión canónica de grupos abelianos

0 → Z1(Γ/∆, µ(E/F )∆) θ1→ Z1(Γ, µ(E/F )) θ2→ Z1(∆, µ(E/F ))

es exacta, donde µ(E/F )∆ = {ζ ∈ µ(E/F ) | σ(ζ) = ζ,∀σ ∈ ∆}

Demostración. Supongamos que θ1(f) = 0. Entonces si σ ∈ Γ/∆, se tiene
que f(σ) = θ1(f)(σ) = 0. De este modo θ1 es inyectiva. Por otro lado
im(θ1) ⊆ ker(θ2) ya que si f = θ1(f ′), con f ′ ∈ Z1(Γ/∆, µ(E/F )∆), entonces
θ2(f)(σ) = θ1(f ′)(σ) = f ′(σ) = 0.

Ahora si f ∈ ker(θ2), entonces para cada σ ∈ ∆, se tiene que f(σ) = 0.
Por lo se puede definir f ′ : Γ/∆ → µ(E/F ) mediante f ′(σ) = f(σ). Por
la condición impuesta a f , f ′ está bien definida y es un morfismo cruzado.
Finalmente si τ ∈ ∆, entonces

τ(f ′(σ)) = τ(f(τ−1 ◦ σ)) = τ(f(σ)) = f ′(σ),

es decir f ′ ∈ Z1(Γ/∆, µ(E/F )∆) y f = θ1(f ′).

COROLARIO 2.25. Sea L/K una extensión como en la proposición 2.23.
Si la cardinalidad de µ(L) es finita entonces el RT -módulo cog(L/K) es
finito.

Demostración. Se sigue del teorema 2.23.

LEMA 2.26. Si K es un campo tal que k ⊆ K ⊆ k y K/k finita, entonces
µ(K) es finito.

Demostración. Sólo hay un número finito de polinomios ciclótomicos ΨM

tales que Φ(M) ≤ [K : k]. Puesto que hay sólo un número finito de poli-
nomios de grado dado, entonces los ceros de estos polinomios, son los únicos
elementos de µ(K).

PROPOSICIÓN 2.27. Sea L/K una extensión radical ciclotómica tal que
L/k sea finita. Entonces | cog(L/K) | es finito.

Demostración. Considere la cerradura normal de la extensión L/k. Sea E/k
tal cerradura, por lo tanto E/k es Galois y contiene a la extensión L/K. El
lema 2.26 muestra que µ(E) es un conjunto finito y, puesto que µ(L) ⊆ µ(E),
la proposición 2.23 muestra que | cog(L/K) | es finito.

DEFINICIÓN 2.28. Sea A un conjunto. Una relación ≤ en A es un orden
parcial si reflexiva, transitiva y antisimétrica. Una ret́ıcula es un par (A,≤)
donde ≤ es un orden parcial.
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En la siguiente proposición consideramos una extsnsión de Galois E/L,
con grupo de Galois Γ, junto con los conjuntos

Ccog(E/L) = {H | H es submódulo de T (E/L) y contiene a L}

y
DZ1(Γ,µ(E)) = {U | U es subgrupo de Z1(Γ, µ(E))}.

Ambos conjuntos son ret́ıculas, con el orden inducido por la inclusión de
conjuntos. Aśı tenemos el siguiente corolario de la proposición 2.23.

COROLARIO 2.29. Si E/L es finita y de Galois, con grupo de Galois Γ,
entonces la función:

Ψ : Ccog(E/L) → DZ1(Γ,µ(E)),

dada por Ψ(H) = {φ(α + L) ∈ Z1(Γ, µ(E))|α ∈ H}, es un isomorfismo de
ret́ıculas.

Demostración. Se sigue del isomorfismo dado en la proposición 2.23.

2.4. Ret́ıculas asociadas a extensiones radicales

En esta parte consideramos relaciones entre ciertas ret́ıculas asociadas
a las extensiones radicales ciclotómicas. En esta sección las ret́ıculas (A,≤)
que se consideran son inducidas por la contención usual entre conjuntos, a
menos que se diga otra cosa. Para empezar sea E/L una extensión de Galois
con grupo de Galois Gal(E/L) = Γ, definimos

f : Gal(E/L)× cog(E/L) → µ(E)

mediante f(σ, u) = σ(u)− u. Como sabemos que cog(E/L) → Z1(Γ, µ(E))
es un isomorfismo, se tiene la función evaluación

<,>: Γ× Z1(Γ, µ(E)) → µ(E)

dado por < σ, h >= h(σ).

Solo en esta sección usaremos las siguientes notaciones: ∆ ≤ Γ para
denotar que ∆ es subgrupo de Γ, U ≤ Z1(Γ, µ(E)) para denotar que U es
subgrupo de Z1(Γ, µ(E)) y si F y G son RT -módulos, F ≤ G indica que F
es submódulo del módulo G.

Ahora para cada ∆ ≤ Γ, U ≤ Z1(Γ, µ(E)) y χ ∈ Z1(Γ, µ(E)) definimos:

∆⊥ = {h ∈ Z1(Γ, µ(E)) |< σ, h >= 0 para cada σ ∈ ∆}

U⊥ = {σ ∈ Γ |< σ, h >= 0 para cada h ∈ U}
χ⊥ = {σ ∈ Γ |< χ, h >= 0}

aśı ∆⊥ ≤ Z1(Γ, µ(E)) y U⊥ ≤ Γ.
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PROPOSICIÓN 2.30. Sea E/L una extensión finita y de Galois, Γ =
Gal(E/L), y sea L′ una extensión intermedia de E/L. Entonces L′/L es
radical si y solamente si existe un U ≤ Z1(Γ, µ(E)) tal que Gal(E/L′) = U⊥.

Demostración. Si L′/L es radical existe G̃ ⊆ T (E/L) tal que L′ = L(G̃).
Podemos reemplazar G̃ por el subgrupo aditivo generado por G̃ y L, que
denotamos por G, aśı L ≤ G ≤ T (E/L) y L′ = L(G). Sea

U = φ(G) = {fα | α ∈ G} ≤ Z1(Γ, µ(E)),

donde φ es la función dada en el corolario 2.29. Entonces

U⊥ = {σ ∈ Γ |< σ, fα >= 0 para cada fα ∈ U}
= {σ ∈ Γ | fα(σ) = 0 para cada fα ∈ U}
= {σ ∈ Γ | σ(α) = α para cada fα ∈ U}
= {σ ∈ Γ | σ(x) = x para cada x ∈ L(G)}
= Gal(E/L(G))) = Gal(E/L′).

Rećıprocamente, si existe U ≤ Z1(Γ, µ(E)) tal que Gal(E/L′) = U⊥,
entonces veamos que Gal(E/L′) = U⊥ = Gal(E/L(G))), con G = {α ∈ E |
fα ∈ U} = φ−1(U) donde φ es la función del corolario 2.29.

Para mostrar las igualdades anteriores sólo debemos mostrar

U⊥ = Gal(E/L(G)).

Para este fin consideremos τ ∈ U⊥ = {σ ∈ Γ | h(σ) = 0 para cada h ∈ U}.
Si α ∈ G, entonces fα ∈ U , en particular, fα(τ) = 0 = τ(α) − α. Por lo
tanto, para todo α ∈ G, τ(α) = α y, de este modo, τ fija a L(G) aśı que
τ ∈ Gal(E/L(G)).

Ahora si τ ∈ Gal(E/L(G)), sea h ∈ U . Entonces existe α ∈ G tal que
h = fα, por la definición de G y el hecho de que φ es biyectiva. Se sigue que
h(σ) = fα(σ) = 0 por lo que τ ∈ U⊥. Ahora por teoŕıa de Galois, se tiene
que L′ = L(G)

El siguiente resultado es una aplicación de la proposición anterior, ver
[3]. El śımbolo N

√
α denota una ráız del polinomio uN − α donde α ∈ k.

PROPOSICIÓN 2.31. Sean K/F una extensión finita y separable, y E
la cerradura normal de K/F . Supongamos que existe una extensión finita
L/F tal que

(1) E(λN ) ∩ L = F donde N ∈ RT es un polinomio no constante.

(2) KL = L( N
√
α) para algún α ∈ L distinto de 0.

Entonces K = F ( N
√
α).
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Demostración. Se considera el diagrama siguiente

E(λN ) E(λN )L

K KL

F L

Puesto que la extensión E(λN )/F es de Galois, entonces, por teoŕıa de
Galois, se tiene que E(λN )L/L es de Galois y de la hipótesis (1) se tiene

G = Gal(E(λN )/F ) ∼= Gal(E(λN )L/L) = G1.

Por la hipótesis (2) se tiene KL = L( N
√
α). Sea β = N

√
α y considere

σ ∈ Gal(E(λN )L/KL), entonces

(σ(β)− β)N = σ(βN )− βN = σ(α)− α = 0. (2.2)

Definimos χ : G1 → µ(E(λN )L) por

χ(σ) = σ(β)− β.

Entonces Gal(E(λN )L/KL) = ker(χ), ya que si σ ∈ Gal(EλN )L/KL)
se tiene que χ(σ) = σ(β)−β = 0 y viceversa. Además de (2.2) se tiene que χ
toma valores en ΛN . Puesto que G y G1 son isomorfos, χ puede ser definido
en G.

Por lo anterior χ puede pensarse como elemento de Z1(G,E(λN )) y
ker(χ) es Gal(E(λN )/K), puesto que G y G1 son isomorfos. Por la proposi-
ción 2.30 K/F es radical.

Sea E/F finita de Galois, con grupo de Galois G. Sea L/F otra extensión
tal que L ∩ E = F , considere la composición EL. Utilizando la proposición
3.18 de [20], la función de restricción

Gal(EL/L) → Gal(E/F ), σ 7→ σ |E

es un isomorfismo de grupos. Denotamos por S(L1/L2) al subconjunto de
subextensiones de L1 que contienen a L2, entonces por teoŕıa de Galois, se
tiene que las funciones

ε : S(E/F ) → S(EL/L), K ′/F 7→ LK ′/L

y
λ : S(EL/L) → S(E/F ), K1/L 7→ (K1 ∩ E)/F

son isomorfismo de ret́ıculas, inversas una de la otra.
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Denotamos por Rad(E/F ) al conjunto de todas las subextensiones K ′/F
de E/F que son radicales. Entonces para todo K ′/F ∈ Rad(E/F ) existe
un RT -módulo G, no necesariamente único, tal que F ≤ G ≤ T (E/F )
y K ′ = F (G). Pongamos G1 = G + L. Entonces LK ′ = L(G1), ya que
LK ′ = L(G), L ≤ G1 ≤ T (EL/L) y G1 es un RT -módulo. Por lo que
ε(K ′/L) ∈ Rad(EL/L). De este modo la restricción de ε a las extensiones
radicales da lugar a una función inyectiva

ρ : Rad(E/F ) → Rad(EL/L)

definida por
F (G)/F 7→ F (G)L/L = L(G+ L)/L

donde G es un RT -módulo tal que F ≤ G ≤ T (E/F ).

PROPOSICIÓN 2.32. Sea E/F una extensión finita de Galois con grupo
de Galois Γ, y sea L/F una extensión arbitraria, con L ≤ k, tal que

E ∩ L = F.

Si µ(EL) = µ(E), entonces se tiene:

(1) (G+ L) ∩ E = G para todo RT -módulo G con F ≤ G ≤ T (E/F )

(2) G1 = (G1∩E)+L para todo RT -módulo G1, con L ≤ G1 ≤ T (EL/L).

(3) La función
ρ : ST (E/F ) → ST (EL/L)

F (G)/F 7→ L(G+ L)/L, F ≤ G ≤ T (E/F )

es biyectiva, y la función

ST (EL/L) → ST (E/F ),

L(G1)/L 7→ F (G1 ∩ E)/F, L ≤ G1 ≤ T (EL/L)

es su inversa.

Demostración. (1) Sea w ∈ (G + L) ∩ E. Aśı w = x + y donde x ∈ G y
y ∈ L, por lo que y = w− x ∈ E. Aśı y ∈ F ya que E ∩L = F . Por lo tanto
x ∈ G.

Rećıprocamente si x ∈ G claramente x ∈ (G+ L) ∩ E.

(2) Denotamos por Γ1 al grupo de Galois de EL/L. Hemos visto anterior-
mente que se tiene un isomorfismo de grupos

Γ1 → Γ, σ1 → σ1 | E (2.3)
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Como µ(EL) = µ(E), el isomorfismo anterior induce un isomorfismo de
grupos

υ : Z1(Γ, µ(E)) → Z1(Γ1, µ(EL))

dado como sigue: sea h ∈ Z1(Γ, µ(E)). Si σ1 ∈ Γ1 se tiene que σ1 |E∈ Γ, y
definimos υ(h)(σ1) := h(σ1 |E). Ahora

υ(h)(σ1 ◦ σ2) = h(σ1 ◦ σ2 |E) = h(σ1 |E ◦σ2 |E)

Aśı υ(h) es un homomorfismo cruzado. Por construcción υ es un homo-
morfismo de grupos, y por (2.3) se tiene que υ es un isomorfismo de grupos.

Sea G1 con L ≤ G1 ≤ T (EL/L). Ahora si w ∈ (G1 ∩ E) + L entonces
w = x+y con x ∈ (G1∩E) y y ∈ L, aśı w ∈ G1. Ahora sea a1 ∈ G1. Entonces
fa1 ∈ Z1(Γ1, µ(EL). Tenemos que existe f ∈ Z1(Γ, µ(E)) tal que fa1 = υ(f).
De la proposición 2.23 existe a ∈ T (E/F ) tal que fa1 = υ(f = fa).

Se tiene que fa1(σ1) = fa(σ1 |E) para todo σ1 ∈ Γ1, de aqúı se sigue que
σ1(a1)− a1 = σ1(a)− a, es decir, σ1(a1 − a) = a1 − a para cada σ1 ∈ Γ1. Se
sigue a1 − a ∈ L. Por lo tanto a1 = a+ b donde b ∈ L y, además, a ∈ G1 de
donde a ∈ (G1 ∩ E) + L.

(3) Por la observación hecha previamente a esta proposición se tiene que
ρ es inyectiva, por lo que basta mostrar que ρ es suprayectiva. Para ello, sea
K1/L ∈ Rad(EL/L), entonces K1 = L(G1) para algún G1 con

L ≤ G1 ≤ T (EL/L).

Por lo tanto si ponemos G = G1∩E, entonces F (G)/F pertenece a ST (E/F )
y

ρ(F (G)/F ) = L(F (G))/L = L(F (G1 ∩ E))/L = L(L+ (G1 ∩ E))/L

y, por (2), se tiene que

L(L+ (G1 ∩ E)) = L(L+G) = L(G1) = K1.

OBSERVACIÓN 2.33. (1) El isomorfismo υ definido en la prueba de la
proposición 2.32 induce un isomorfismo de ret́ıculas

{U | U ≤ Z1(Γ, µ(E))} → {U1 | U1 ≤ Z1(Γ1, µ(EL))}
U 7→ U1 = υ(U). (2.4)

Por el corolario 2.29, existen isomorfismos de ret́ıculas

{U | U ≤ Z1(Γ, µ(E))} → {G | F ≤ G ≤ T (E/F )}



2.5. ALGUNOS TEOREMAS DE ESTRUCTURA. 35

U 7→ G = {α ∈ E | fα ∈ U}.
y

{U | U ≤ Z1(Γ, µ(EL))} → {G | F ≤ G ≤ T (EL/L)}
U1 7→ G1 = {α1 ∈ EL | fα1 ∈ U1}.

Ahora usando (2.4), se obtiene un isomorfismo de ret́ıculas

υ : {G | F ≤ G ≤ T (E/F )} → {G1 | L ≤ G1 ≤ T (EL/L)}

G 7→ G1 = {α1 ∈ EL | fα1 ∈ υ({fα} | α ∈ G)}.
Se afirma que υ(G) = G + L para cada submódulo G que satisface

que F ≤ G ≤ T (E/F ). Para ver esto, pongamos G1 = υ(G), ahora sea
α1 ∈ (EL)∗. Entonces

α1 ∈ G1 ⇔ existe α ∈ G tal que para cada σ1 ∈ Γ1; fα1(σ1) = fα(σ1 |E)
⇔ existe α ∈ G tal que para cada σ1 ∈ Γ1;σ1(α1)− α1 = σ1(α)− α

⇔ existe α ∈ G tal que para cada σ1 ∈ Γ1;σ1(α1 − α) = α1 − α

⇔ existe α ∈ G, tal que α1 − α ∈ L,

este último paso se sigue de que la extensión EL/L es de Galois. Por lo
tanto υ(G) = G+ L.

2.5. Algunos teoremas de estructura.

PROPOSICIÓN 2.34. Sea L/K una extensión de campos tal que

[L : K] = q

con q un primo diferente a p = car(k). Entonces L/K no es radical ci-
clotómica.

Demostración. Supongamos que L/K es radical ciclotómica. Por lo tanto
cog(L/K) es no trivial. Sea α ∈ cog(L/K) distinto de 0, esto significa que
α /∈ K. Aśı, existe M ∈ RT tal que αM ∈ K. Podemos suponer que M es
mónico y que es el polinomio de grado mı́nimo con tal propiedad, es decir
el orden de α es M , por lo que es posible suponer que existe un irreducible
Q, reemplazando a α si es necesario, tal αQ = a ∈ K.

Sea f(u) = irr(α,K) ∈ K[u]. Puesto que uQ−a =
∏

(u−(α+λAQ)) ∈ K[u]
entonces f(u) | uQ − a. Por lo tanto f(u) =

∏
(u − (α + λBQ)), para ciertos

B ∈ RT . Obsérvese que deg(f(u)) = q, además
∑

(α+λBQ) = qα+λ
∑
B

Q ∈ K.
Por otro lado puesto que q 6= p entonces q 6= 0 en K. Aśı pues D =

∑
B se

puede suponer no nulo, pues en caso contrario α ∈ K por lo que podemos
suponer que el grado de D es menor que el grado de Q.

Por otra parte λDQ /∈ K, pero λDQ ∈ L y, por pureza, λDQ ∈ K, lo cual es
una contradicción. Por lo tanto, L/K no es radical ciclotómica.
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COROLARIO 2.35. Sea L/K una extensión de Galois tal que

[L : K] = psn

con p - n y n > 1. Entonces L/K no es radical ciclotómica.

Demostración. Por el teorema de Cauchy el grupo G = Gal(L/K) tiene
un elemento de orden q, digamos g, donde q es un primo que divide a n.
Considere el subgrupo H = (g) de G. Si L/K fuese radical ciclotómica
entonces, por la proposición 2.15, la extensión L/L′, donde L′ = LH , es
radical ciclotómica. Pero [L : L′] = q y por la proposición 2.34 tal extensión
no es radical ciclotómica. Por lo tanto L/K no es radical ciclotómica.

Nótese que podemos inferir de lo anterior el

COROLARIO 2.36. Si L/K es Galois y radical ciclotómica, entonces
[L : K] es de la forma ps, con s ∈ N.

Demostración. Si ocurre lo contrario, se tendrá que [L : K] = pnm, con n
entero y ≥ 0, p - m y m > 1. Sin embargo por el corolario 2.35 L/K no seŕıa
radical ciclotómica, lo cual es una contradicción.

LEMA 2.37. Sea L/K una extensión tal que [L : K] = ps con s ∈ N.
Entonces L/K es pura.

Demostración. Supongamos que L/K no es pura, aśı existe a = λP ∈ L,
P ∈ RT irreducible tal que aP = 0 pero a /∈ K. Considere el diagrama
siguiente

L

k(λP ) k(λP )K = K(λP )

k K

Sea K̃ = K∩k(λP ). Entonces por teoŕıa de Galois se tiene que K(λP )/K
es Galois, con grupo de Galois G isomorfo a Gal(k(λP )/K̃). Por otro lado

| G || [L : K] = ps y | G || (qd − 1)

donde d = deg(P ). Por lo tanto | G |= 1, es decir, λP ∈ K.

EJEMPLO 2.38. Una extensión de Carlitz-Kummer, ver [23], es una ex-
tensión L/K tal que

(1) K es una extensión finita de k(ΛM ), para algún M ∈ RT .
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(2) L es campo de descomposición del polinomio f(u) = uM − z ∈ K[u],
sobre K, donde z ∈ K \KM .

Por la proposición 2.3 inciso (4) de [23], se tiene que [L : K] = pt. Ahora
el lema 2.37 muestra que las extensiones de Carlitz-Kummer son extensiones
radicales ciclotómicas.

Por otro lado, en base a los resultados anteriores, se tiene el

TEOREMA 2.39. Una extensión de Galois L/K es radical ciclotómica si
y sólo si es radical, separable y [L : K] = ps con s ∈ N.

En este contexto se tiene el siguiente teorema, en el cual no suponemos
que L/K sea una extensión de Galois:

TEOREMA 2.40. Si L/K es radical ciclotómica, entonces [L : K] = pn

para alguna n ≥ 0

Demostración. Sea L/K radical ciclotómica. Entonces L = K(α1, . . . , αt),
de tal modo que αMi

i = ai ∈ K dondeMi ∈ RT . TomandoMi = P
ε1,i

1 · · ·P ri,iri ,

δi,j = α

Mi
Pi,j

i se tiene que δPi,j

i,j = ai. Por lo que se tiene una torre de campos

K ⊆ K(β1) ⊆ K(β1, β2) ⊆ · · · ⊆ K(β1, · · ·βs) = L

donde para cada i = 1, . . . , s se tiene que βPi
i = bi ∈ K(β1, . . . , βi−1) y

[L : K] =
s∏
i=1

[K(β1, . . . , βi) : K(β1, . . . , βi−1)]. (2.5)

Es suficiente mostrar, en virtud de la ecuación (2.5), que si L = K(α),
con αP = a ∈ K y P ∈ RT mónico e irreducible, de tal manera que L/K
sea radical ciclotómica, entonces [L : K] = pm para algún m ∈ N.

Si λP ∈ L, entonces L/K es de Galois y, por el corolario 2.36, L/K es
una p-extensión.

Ahora se considera el diagrama

L = K(α) a
L(λP ) = K(λP , α)

K
d
K(α) ∩K(λP ) a

b

K(λP )

b

k K ∩ k(λP ) d

c

K(α) ∩ k(λP ) a

c

k(λP )

c

Puesto que K(λP , α)/K(λP ) es Galois además, por las proposiciones
2.2 y 2.3 de [23], se tiene que N = Gal(L(λP )/K(λP )) puede pensarse
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como un subgrupo de ΛP , es decir, N es un p-grupo elemental abeliano y
| N |= b = pn.

Como

[L : K] = [L : K(α) ∩K(λP )][K(α) ∩K(λP ) : K] = bd = pnd

basta mostrar que d = 1.

Sean H = Gal(L(λP )/(K(α)∩K(λP ))), G = Gal(L(λP )/K) y N denota
al grupo Gal(L(λP )/K(λP )). Nótese que N es subgrupo normal de G.

Se tiene que

G/N ∼= Gal(K(λP )/K) < Gal(k(λP )/k) ∼= Cqd−1(= Z/(qd − 1)Z)

Aśı pues G/N es grupo ćıclico de orden qd−1, primo relativo a p. Además
se tiene que | G/N |= ad

Por el teorema de Hall, ver [11] Teorema 9.3.1., como G es soluble, existe
R subgrupo de G, R ćıclico de orden ad, tal que G = NR (de hecho se tiene
que, G ∼= N oR ya que (| R |, | N |) = 1).

Por el mismo teorema de Hall, todo subgrupo de orden un divisor de
| R |= ad esta contenido en un conjugado R′ de R y se tiene que G =
NR′ ∼= N oR′.

Sea S = Gal(L(λP )/K(α)) ∼= Ca. Por lo tanto podemos suponer S ⊆ R
y | R/S |= d, nótese que (d, p) = 1.

Sea E = L(λP )R. Observe que L(λP )S = K(α) = L. Por lo tanto K ⊆
E ⊆ L, [L : E] = [R : S] = d =| R/S |, además como L/K es radical
ciclotómica lo es también L/E. Por lo tanto d = 1.

COROLARIO 2.41. Con las notaciones del Teorema 2.40

K(α) ∩K(λP ) = K, [L : K] = [L(λP ) : K(λP )]

y
Irr(u, α,K) = Irr(u, α,K(λP )) = F1(u) =

∏
(u− (α+ λAP )).

Demostración. Se sigue de la demostración del teorema 2.40.

El siguiente corolario es análogo al teorema 2.39 excepto que no suponemos
que L/K sea una extensión de Galois.

COROLARIO 2.42. Una extensión L/K es radical ciclotómica si y sólo
si es separable, radical y [L : K] = pm para algún m ∈ N.

Demostración. Se sigue del teorema 2.40 y el Lema 2.37.
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2.6. El análisis de algunos módulos cog.

En esta parte trataremos de encontrar, si es posible, la estructura de
cog(L/K), donde L/K es una extensión radical separable, en particular ra-
dical ciclotómica. Antes de estudiar algunos casos particulares, mostraremos
un lema que será de utilidad.

LEMA 2.43. Sea L/K una extensión finita de Galois radical ciclotómica.
Entonces

B1(G,µ(L)) ∼= µ(L)/µ(K).

donde G = Gal(L/K).

Demostración. Se define ψ : µ(L) → B1(G,µ(L)) como sigue: ψ(u) = fu,
donde u ∈ µ(L) y fu = σ(u) − u para cada σ ∈ G. Nótese que ψ(u + v) =
ψ(u) + ψ(v) ya que

(fu + fv)(σ) = fu(σ) + fv(σ)
= σ(u)− u+ σ(v)− v

= σ(u+ v)− (u− v)
= (fu+v)(σ).

y si M ∈ RT se tendrá que ψ(uM ) = fMu , ya que

fuM (σ) = σ(uM )− uM

= (σ(u))M − uM

= (σ(u)− u)M

= (fu(σ))M .

Por lo tanto ψ es un homomorfismo de RT -módulos, suprayectivo por
la definición de B1(G,µ(L)). Puesto que ker(ψ) = µ(K), por ser L/K de
Galois, del primer teorema de isomorfismo sobre mod́ulos, se tiene que ψ es
un isomorfismo.

EJEMPLO 2.44. Considere la extensión k(ΛP )/k, con P ∈ RT mónico
e irreducible. Sea G = Gal(k(ΛP )/k). Ahora por el teorema 4.7 de [14]
Caṕıtulo 5, se tiene que

cog(k(ΛP )/k) ∼= ⊕Q cog(k(ΛP )/k)Q

donde la suma anterior es sobre todos los polinomios mónicos irreducibles,
Q, de RT , y cog(k(ΛP )/k)Q denota el subconjunto de cog(k(ΛP )/k) que
tiene orden una potencia de Q.

Se mostrará que si Q 6= P es mónico e irreducible, entonces

cog(k(ΛP )/k)Q = {0}.



40 CAPÍTULO 2. EXTENSIONES RADICALES CICLOTÓMICAS

Supongamos lo contrario, aśı existe β ∈ cog(k(ΛP )/k), β 6= 0, de orden Qr,
con r ≥ 1. Por lo tanto de la proposición 2.7 se tiene que λQr ∈ k(ΛP ).

Por otro lado se ha mostrado (ver proposición 1.7) que µ(K(ΛM )) = ΛM ,
en particular, µ(K(ΛP )) = ΛP . Aśı λPQr = 0, es decir, Q = P lo cual es una
contradicción. Por lo tanto

cog(k(ΛP )/k) ∼= cog(k(ΛP )/k)P .

Puesto que cog(k(ΛP )/k) es finito, por el teorema 4.9 de [14] Caṕıtulo
5, se puede escribir

cog(k(ΛP )/k) ∼= CPn1 ⊕ . . .⊕ CPnk

donde CPni es un RT -módulo ćıclico de orden Pni , para 1 ≤ i ≤ r.

Por otro lado, puesto que H1(G,ΛP ) = {0} (ver [6] proposición 2.7) y
cog(k(ΛP )/k) ∼= Z1(G,ΛP ) (ver proposición 2.23) se tendrá, a partir del
Lema 2.43

| cog(k(ΛP )/k) |=| H1(G,ΛP ) | | µ(k(ΛP )) |
| µ(k) |

=| ΛP | .

EJEMPLO 2.45. En este ejemplo, a menos que se especifique otra cosa,
q = p ≥ 3. Considere la extensión L/k(ΛT ), donde L es el campo de des-
composición del polinomio f(X) = XT − 1, con coeficientes en k(ΛT ), el
grado de esta extensión es [L : k(ΛT )] = p (ver ejemplo 2.3). Trataremos de
determinar la estructura de cog(L/k(ΛT )).

Supongamos que β ∈ cog(L/k(ΛT )) tiene orden Qr, con Q mónico irre-
ducible, r ≥ 1 y Q 6= T . Por la proposición 2.7 se tiene que λQr ∈ L. Puesto
que λQ = λQ

r−1

Qr ∈ L, por pureza se tiene que λQ ∈ k(ΛT ), pero esto implica
que Q = T lo cual es una contradicción. Por lo tanto

cog(L/k(ΛT )) ∼= cog(L/k(ΛT ))T ,

donde cog(L/k(ΛT ))T es el conjunto de elementos de cog(L/k(ΛT )) cuyo
orden es una potencia de T .

Necesitaremos un lema para obtener la cardinalidad de cog(L/k(ΛT )).
Para empezar sea z ∈ k, z 6= 0, y N ∈ RT un polinomio no constante.
Considere f(X) = XN − z ∈ k(ΛN )[X]. El campo de descomposición de
f(X) sobre k es de la forma L = k(α, λN ) donde α es una ráız arbitraria de
f(X) y λN un generador de ΛN . Como el polinomio f(X) es separable la
extensión L/k es de Galois.

Sea G = Gal(L/k). Entonces dado σ ∈ G se tiene que σ(α) = α + λMσ

y σ(λ) = λNσ , donde Mσ y Nσ se determinan salvo un múltiplo de N , y Nσ

es primo relativo a N .
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Por otro lado considere G(N) el subgrupo de GL2(RT /(N)) de todas las
matrices de la forma (

1 0
B A

)
donde B ∈ RT /(N) y A ∈ (RT /(N))∗. De esta descripción se sigue que
card(G(N)) = qdeg(N)Φ(N), por lo tanto es posible definir θ : G → G(N)
como sigue:

θ(σ) =
(

1 0
Mσ Nσ

)
LEMA 2.46. Sea L/k la extensión anteriormente descrita y θ la función
anteriormente definida. Entonces θ es un monomorfismo de grupos. Por otra
parte si N = P , P mónico e irreducible, z ∈ RT como antes y la ecuación
f(X) = 0 no tiene soluciones en RT , entonces θ es un isomorfismo de
grupos.

Demostración. Sea σ, τ ∈ G. Se tiene que

σ(τ(α)) = σ(α+ λMτ )

= α+ λMσ + λMτNσ

además σ(τ(λ)) = σ(λNτ ) = λNσNτ , por lo tanto

θ(σ · τ) =
(

1 0
Mσ +MτNσ NσNτ

)
pero esta última matriz es la multiplicación de las matrices

θ(σ) =
(

1 0
Mσ Nσ

)
y θ(τ) =

(
1 0
Mτ Nτ

)
.

Por lo tanto θ es un homomorfismo de grupos. Si θ(σ) es la matriz identidad
se tiene que Mσ es un múltiplo de N y Nσ = 1 +NQ, aśı σ = e, es decir, θ
es un monomorfismo de grupos.

Si N = P , P mónico e irreducible, z ∈ RT como antes y la ecuación
f(X) = 0 no tiene soluciones en RT , entonces por el teorema 1.7 (3) de [15],
se tiene que Gal(L/k(λP )) tiene cardinalidad qdeg(P ), es decir, el monomor-
fismo anterior es un isomorfismo.

Se mostrará que µ(L) = ΛT . Para empezar, claramente ΛT = µ(k(ΛT )) ⊆
µ(L). Por otro lado sea u ∈ µ(L) no nulo, aśı, existe un N ∈ RT tal que
uN = 0. Por lo tanto u es de la forma λMN . Podemos suponer que (M,N) = 1,
aśı por la proposición 12.2.21 de [25], podemos afirmar que λN ∈ L. Sea
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N = Pα1
1 · · ·Pαs

s , entonces λPi = λ
P

α1
1 ···Pαi−1

i ···Pαs
s

N ∈ L, y por pureza ten-
dremos que λPi ∈ k(ΛT ). Aśı Pi = T . Por lo tanto N = Tn con n ≥ 1 y
n ∈ N.

Supongamos que n ≥ 2 y considere el diagrama

L

{{
{{

{{
{{

EEEEEEEE

k(u)

CC
CC

CC
CC

k(ΛT )

yy
yy

yy
yy

y

k

Del diagrama anterior obtenemos [L : k(u)]Φ(Tn) = p(p−1). Puesto que
Φ(Tn) = pn−1(p − 1), se sigue que [L : k(u)]pn−1 = p. Si n ≥ 3 entonces
n−2 ≥ 1, aśı [L : k(u)]pn−2 = 1 lo cual es una contradicción. Solo resta con-
siderar el caso n = 2, que implica que L = k(u), pero del lema 2.46 se tiene
que Gal(L/k) es no abeliano, lo cual contradice que el grupo Gal(k(ΛT 2)/k)
es abeliano. Por lo tanto n = 1 y u = λMT ∈ k(ΛT ).

Por lo anterior

H1(G,µ(L)) = Z1(G,µ(L))/B1(G,µ(L)) ∼= Hom(G,µ(L)),

y por el lema 2.43 se tiene que B1(G,µ(L)) = {0}. De esta manera, utilizan-
do la demostración del lema 2.19, se tiene que

| cog(L/k(ΛT )) |= [L : k(ΛT )] = p

.

EJEMPLO 2.47. Considere la extensión k(ΛPn)/k(ΛP ) con P ∈ RT mónico
e irreducible. La extensión es radical ciclotómica (ver ejemplo 2.5). Considere
el RT -módulo

cog(k(ΛPn)/k(ΛP )).

Si denotamos por cog(k(ΛPn)/k(ΛP ))Q al subconjunto de

cog(k(ΛPn)/k(ΛP ))

cuyos elementos tienen orden una potencia de Q, entonces, por el teorema
4.7 de [14] Caṕıtulo 5, se tiene que

cog(k(ΛPn)/k(ΛP )) ∼= ⊕Q cog(k(ΛPn)/k(ΛP ))Q

donde la suma anterior es sobre todos los mónicos irreducibles Q.

Se afirma que si Q 6= P es mónico irreducible, entonces

cog(k(ΛPn)/k(ΛP ))Q = {0}.
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En caso contrario, existe w ∈ cog(k(ΛPn)/k(ΛP ))Q, no cero, cuyo orden es
Qm. Ahora por la Proposición 2.7, se tiene que λQm ∈ k(ΛPn), lo que lleva
a que Q = P , una contradicción con la elección de Q.

Por otra parte, se observa que, ver [14] Caṕıtulo 5, teorema 4.9

cog(k(ΛPn)/k(ΛP )) ∼= CPα1 ⊕ . . .⊕ CPαm , α1 ≥ . . . ≥ αm ≥ 1

y los CPαi son módulos ćıclicos, cuyo generadores tienen orden Pαi , respec-
tivamente.

En cuanto a la determinación de la cardinalidad del módulo

cog(k(ΛPn)/k(ΛP ))

sólo tenemos el siguiente caso especial. Sea P (T ) = T , q = p > 2 y n = 2.
Entonces card(HT 2) = qd(n−1) = p, con d = deg(P (T )) = 1, donde HT 2 es
el grupo definido en la proposición 1 de [17]. Por lo tanto el grupo HT 2 es
ćıclico. Usando el corolario 2.21, Caṕıtulo 1 de [26], se tiene que

H1(HT 2 ,ΛT 2) ∼= ker(NHT2 )/DΛT 2

donde definimos NHT2 : ΛT 2 → ΛT 2 y D : ΛT 2 → ΛT 2 como (ver [19]
Caṕıtulo 2)

NHT2 (x) = x+ σ · x+ . . .+ σp−1 · x

D(x) = σ · x− x

donde σ = 1 + T + (T 2) es un generador de HT 2 y x ∈ ΛT 2 . Por otro lado
si x = λMT 2 se tiene que

NHT2 (x) = λMT 2 + λ
M(T+1)
T 2 + · · ·λM(1+(p−1)T )

T 2

= λ
pM+(1+2+···+p−1)MT
T 2 = 0.

Se observa que 1+2+ · · ·+(p− 1) = 0 ya que tal suma es igual a p(p−1)
2

y 2 6= 0 en Fp. De esta manera se tiene que ker(NHT2 ) = ΛT 2 . Obsérvese

también que D(x) = λ
M(T+1)
T 2 − λMT 2 = λMT , de aqúı se sigue que

DΛT 2 = ΛT .

Por lo tanto H1(HT 2 ,ΛT 2) = ΛT 2/ΛT . Por otra parte del Lema 2.43 se tiene
que card(B1(HT 2 ,ΛT 2)) = card(ΛT 2/ΛT ) y recordando que

H1(HT 2 ,ΛT 2) = Z1(HT 2 ,ΛT 2)/B1(HT 2 ,ΛT 2)

se obtiene, por la proposición 2.23

card(cog(K(ΛT 2)/K(ΛT ))) = card(Z1(HT 2 ,ΛT 2)) = [K(ΛT 2) : K(ΛT )]2.
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El siguiente lema es crucial para mostrar que si tenemos una extensión
K/k pura y separable, en el sentido de C. Greither y D. K. Harrison (ver
[10]), entonces la extensión K/k es cogalois en el sentido clásico.

LEMA 2.48. Supongamos que K = k(α), αp = a ∈ k, [K : k] = p primo,
y K/k es pura y separable. Entonces K/k es cogalois.

La demostración del lema anterior consta de tres pasos, a saber

(1) Si q es un primo diferente de p, entonces cog(K/k) no tiene elementos
de orden q.

(2) cog(K/k) no tiene elementos de orden p2.

(3) αk∗ genera a cog(K/k).

El lema que a continuación probaremos recoge parte de la hipótesis del lema
2.48, en el sentido de este trabajo, sin embargo no siempre es válido en
general.

LEMA 2.49. Considere la extensión L/k(λP ), donde L es campo de des-
composición del polinomio XP − a, P ∈ RT es irreducible y a ∈ k(λP ) \
k(λP )P . El módulo cog(L/k(λP )) no tiene elementos de orden Q, un irre-
ducible, distinto de P . Además si νp(a) ≥ qd, donde d = deg(P ), se tiene
que cog(L/K) no tiene elementos de orden P 2.

Demostración. Supongamos que cog(L/k(λP )) tiene un elemento de orden
Q irreducible. Entonces como L/k(λP ) es Galois, se tiene que λQ ∈ L y
como L/k(λP ) es radical ciclotómica, se tendrá que λQ ∈ µ(K) = ΛP , por
la proposición 1.7, por lo tanto Q = P .

Ahora supongamos que cog(L/k(λP )) tiene un elemento de orden P 2, es
decir, existe β̂ ∈ cog(L/K) tal que βP

2
= b ∈ K. Entonces, como L/k(λP ) es

radical, se tiene que por la proposición 2.7, λP 2 ∈ L. Entonces se considera
el diagrama siguiente

OL L

OK(λP2 ) K(λP 2)

OK K

RT k

Ahora el ı́ndice de ramificación del primo P , en la extensión K(λP 2)/K,
es Φ(P 2) (ver [25] Caṕıtulo 12 proposición 12.3.14.) aśı el ı́ndice de ramifi-
cación de P en la extensión L/k es d̃Φ(P 2), donde d̃ = eL/K(λP2 ); pero del
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teorema 3.9. de [23] el ı́ndice de ramificación es Φ(P ). En otras palabras,
dΦ(P 2) = Φ(P ), lo cual es absurdo, de aqúı se tiene la afirmación.

El siguiente ejemplo muestra que si L/K es pura y separable con [L :
K] = p, L = K(αP ) y P un polinomio irreducible, entonces cog(L/K)
contiene un elemento de orden Q, Q polinomio irreducible distinto de P .
Aśı el paso (1) del lema 2.48 en el sentido de este trabajo no siempre es
cierto.

EJEMPLO 2.50. Sean P,Q ∈ RT , irreducibles y distintos. Considere la
extensión L = k(ΛP 2Q2)/k, nótese que L = k(λP 2 , λQ2). Sea σ = 1 + PQ ∈
G = Gal(L/k). Se observa que σ 6= 1 puesto que λ1+PQ

P 2Q2 = λP 2Q2 + λPQ 6=
λP 2Q2 .

Obsérvese que σ(λPQ) = λ1+PQ
PQ = λPQ, por lo tanto si K es el campo

fijo de (σ), se tiene que λPQ ∈ K.

Por otro lado se tiene que σp = (1 + PQ)p = 1 + P pQp ≡ 1 mód P 2Q2,
es decir, el orden de σ es p. Por lo tanto [L : K] = p.

Por otra parte α = λP 2 /∈ K, puesto que σ(λP 2) = λP 2 + λQP 6= λP 2 . De
modo análogo se puede mostrar que β = λQ2 /∈ K.

Ahora, como [L : K] = p, se tiene que L = K(α) = K(β), además
αP = λP y βQ = λQ. Por lo tanto el módulo cog(L/K), tiene elementos de
orden P y de orden Q.

El siguiente ejemplo muestra que si L/K es pura y separable con [L :
K] = p, L = K(αP ) y P un polinomio irreducible, entonces cog(L/K)
contiene un elemento de orden P 2. Aśı el paso (2) del lema 2.48 en el sentido
de este trabajo no siempre es cierto.

EJEMPLO 2.51. Sea L = k(ΛP 3) y σ = 1+P ∈ Gal(L/k(ΛP )). Obsérvese
que σp = (1 + P )p ≡ 1 mód P 3, aqúı suponemos que q = ps con p ≥ 3.
Además σ 6= 1 ya que σ(λP 3) = λP 3 + λP 2 6= λP 3 .

Sea K = L(σ), se tiene que [L : K] = p. Por otra parte σ(λP 2) =
λP 2 + λP 6= λP 2 . Por lo tanto α = λP 2 /∈ K. Aśı L = K(α) y αP = a ∈ K.

Pero λP 3 ∈ L tiene orden P 2, ya que λP
2

P 3 ∈ K y λPP 3 /∈ K. Por lo tanto
el módulo cog(L/K) tiene elementos de orden P 2.

2.7. Una estimación para |cog(L/K)|

En esta sección establecemos una cota superior para la cardinalidad del
módulo cog(L/K), con L/K una extensión arbitraria. En lo que sigue se
tiene que q = ps.
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OBSERVACIÓN 2.52. Si L/K es Galois y radical ciclotómica tal que
µ(K) = µ(L), entonces al ser radical L es de la forma K(ρ1, . . . , ρt), con
ρMi = ai ∈ K, para algunos Mi ∈ RT . Por otra parte, las ráıces de XMi −ai
son {ρi + λAMi

}A∈RT
. Por lo tanto Gal(K(ρi)/K) ⊆ ΛMi . De esta manera

Gal(K(ρi)/K) es elemental abeliano.

Puesto que se tiene una inyección

Gal(L/K) ↪→
t∏
i=1

Gal(K(ρi)/K).

se sigue que Gal(L/K) es elemental abeliano.

Por otra parte, nótese que si L/K es una extensión, entonces µ(L) = ΛM
y µ(K) = ΛN , para algunos M,N ∈ RT . Por lo tanto definimos

deg(µ(L)) = deg(M).

PROPOSICIÓN 2.53. Sea L/K una extensión Galois y radical ciclotómi-
ca. Supongamos que µ(L) = µ(K), aśı por la observación 2.52 se tiene que
Gal(L/K) ∼= Cmp , para algún m ∈ N. Entonces

|cog(L/K)|= qmdeg(µ(L)).

Demostración. Puesto queB1(G,µ(L)) = {0} yH1(G,µ(L)) ∼= Hom(G,µ(L))
(ver [26] Caṕıtulo 1), entonces de la proposición 2.23, se tiene que

cog(L/K) ∼= Z1(G,µ(L))/B1(G,µ(L)) ∼= H1(G,µ(L)) ∼= Hom(G,µ(L))

además µ(L) ∼= C
s deg(µ(L))
p . Por lo tanto

Hom(G,µ(L)) = Hom(Cmp , C
sdeg(µ(L))
p )

= Lp(Fmp ,Fsdeg(µ(L))
p )

= Mm×sdeg(µ(L))(Fp)

Por lo que |Hom(G,µ(L))|= qmdeg(µ(L)).

PROPOSICIÓN 2.54. Sea L/K una extensión Galois y radical ciclotómi-
ca y supongamos que L = K(µ(L)). Entonces |cog(L/K)|≤ qmdeg(µ(L)).

Demostración. Obsérvese que, en primer lugar, [L : K] = pm para algún
m ∈ N (ver corolario 2.36). Ahora la demostración es por inducción sobre
m. Sea L/K Galois y radical ciclotómica, tal que L = K(µ(L)) y [L :
K] = p. Por lo tanto L/K es ćıclica de grado p. Considere los polinomios
M = Pα1

1 · · ·Pαr
r y N = P β1

1 · · ·P βr
r , con 1 ≤ βi ≤ αi, donde i = 1, . . . , r.
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Sea G = (σ), aśı pues σ(λM ) = λAM , puesto que la acción de Carlitz-Hayes
conmuta con σ. Nótese que σ(λM ) 6= λM , en caso contrario esto implicaŕıa
que λM ∈ K, es decir, L = K lo cual es una contradicción. Por lo tanto
M - (A − 1), y como σ(λN ) = λN se tiene que N | (A − 1). Para ver esta
última afirmación, se observa que M = ND, por lo tanto λN = λDN , de esta
manera se tiene que

λN = σ(λN ) = σ(λDM ) = (σ(λM ))D = λADM = λAN .

aśı λA−1
N = 0, es decir, N | (A− 1).

Por otro lado

TrG(λM ) = λM + λAM + λA
2

M + · · ·+ λA
p−1

M

= λ1+A+A2+···+Ap−1

M = λ
Ap−1
A−1

M

= λ
(A−1)p−1

M .

donde la última igualdad se debe a que Ap−1
A−1 = (A−1)p

A−1 .

Por lo tanto TrG(λM ) ∈ K ∩ΛM = ΛN . De aqúı se obtiene que existe un
C ∈ RT tal que λ(A−1)p−1

M = λCN . Como se tiene la igualdad σp = 1 se sigue
que σp(λM ) = λA

p

M = λM , es decir, λA
p−1

M = 0 y como Ap − 1 = (A− 1)p, se
tendrá que M | (A− 1)p.

Nótese que podemos escribir A−1 = P γ11 · · ·P γr
r Q con (Q,P1 · · ·Pr) = 1.

Ahora si βi < αi se tiene que λNPi ∈ L \K por lo tanto

σ(λNPi) = σ(λDM ) = (σ(λM ))D = (λAM )D = λANPi
6= λNPi .

Aśı NPi - (A− 1). De aqúı se sigue lo siguiente:

(i) Puesto que M - (A − 1) se tiene que γi0 < αi0 para algún i0 ∈
{1, . . . , r}.

(ii) Puesto que N | (A − 1) se tiene que βi ≤ γi. Ya que NPi - (A − 1),
entonces βi + 1 > γi. Por lo tanto βi = γi.

(iii) Como λ(A−1)p−1

M = λCN se tiene que αi−(p−1)γi ≤ βi, para 1 ≤ i ≤ r.

(iv) De M | (A− 1)p se sigue que αi ≤ pγi, para 1 ≤ i ≤ r.

Ahora TrG(λBM ) = (Tr(λM ))B = λ
B(A−1)p−1

M , la igualdad intermedia se
da porque la acción de Carlitz-Hayes conmuta.

Sea B = P δ11 · · ·P δrr R con (R,P1 · · ·Pr) = 1. Se tiene
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λBM ∈ Ker TrG ⇔ δi + (p− 1)γi ≥ αi para cada i
⇔ δi ≥ 0 y δi + (p− 1)γi ≥ αi para cada i
⇔ δi ≥ max{0, αi − (p− 1)γi} para cada i.

Por lo tanto KerTrG = (λBM ) con B = P δ11 · · ·P δrr y

δi = max{0, αi − (p− 1)γi}

con 1 ≤ i ≤ r. Aśı (λBM ) = (λM ′), con M ′ = Pµ1
1 · · ·Pµr

r donde

µi = max{0, αi − δi}

y 1 ≤ i ≤ r.

Además IG(λM ) = ((σ− 1)λM ) = (λA−1
M ), donde IG : µ(L) → µ(L) es el

homomorfismo definido por IG(u) = σ(u)− u. Por otro lado

IG(λM ) = (λM ′′)

con M ′′ = Pϕ1
1 · · ·Pϕr

r , donde ϕi = max{αi − γi, 0} y 1 ≤ i ≤ r.

Nótese que ϕi = αi − βi si βi < αi, esto se sigue de (ii). Si αi = βi, de
(ii) se obtiene que αi − γi ≤ 0. Por lo tanto ϕi = αi − βi.

Aśı pues, del corolario 2.21 de [26], se tiene que

|H1(G,µ(L))|= |(λM ′)|
|(λM ′′)|

=|(λM ′′′)|

con M ′′′ = P ε11 · · ·P εr
r de tal modo que

εi = µi − ϕi = max{0, αi − δi} − (αi − βi) 1 ≤ i ≤ r

Por otro lado αi − δi = min{αi, (p− 1)βi} > 0, además

µi = max{0, αi − δi} = αi − δi = min{αi, (p− 1)βi}.

Por lo tanto εi = min{αi, (p− 1)βi}− (αi − βi). De lo anterior se sigue que:

(i) Si αi ≤ (p− 1)βi, entonces εi = βi

(ii) Si (p− 1)βi < αi, entonces εi = pβi − αi < βi
De (i) y (ii) se obtiene que εi ≤ βi.

Por lo que
|H1(G,µ(L))|= qdegM ′′′ ≤ qdegN

y
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|cog(L/K)| =|H1(G,µ(L))||B1(G,µ(L))|

=|H1(G,µ(L))| |µ(L)|
|µ(K)|

= qdegM ′′′
qdegM−degN

≤ qdegM = qdeg(µ(L))

la segunda igualdad se da por el lema 2.43.

Ahora sea L = K(µ(L)), L/K Galois y radical ciclotómica. Aśı, por el
Teorema 2.57, se tiene que [L : K] = pm para algún m ∈ N. Sea H un
subgrupo de G con orden pm−1. Si E = LH , entonces K ⊆ E ⊆ L. Nótese
que [E : K] = p, [L : E] = pm−1 y L = E(µ(L)).

Si E/K no fuera radical ciclotómica, entonces cog(E/K) = {0}, ya que
en caso contrario existe α ∈ cog(E/K) 6= {0} no cero, en particular esto
implica que α /∈ K. De esta manera E = K(α), pero esto implica que E/K
es radical ciclotómica, lo cual es absurdo.

Si E/K es radical ciclotómica se tienen dos casos a considerar
(i) µ(E) 6= µ(K) y
(ii) µ(E) = µ(K).
En el caso (i), por lo demostrado para el caso [E : K] = p se tiene que

|cog(E/K)|≤ qdeg(µ(E)).

En el caso (ii), por la proposición 2.53 se tiene que

|cog(E/K)|= qdeg(µ(E)).

Aśı, en cualquier caso,

|cog(E/K)|≤ qdeg(µ(E)) ≤ qdeg(µ(L)).

Por lo tanto, puesto que L = E(µ(L)) y [L : E] = pm−1, por inducción se
tiene que | cog(L/E) |≤ q(m−1) deg(µ(L)). Por lo tanto de la sucesión exacta

0 → cog(E/K) → cog(L/K) → cog(L/E)

se tiene que

|cog(L/K)|≤|cog(E/K)||cog(L/E)|≤ qmdeg(µ(L)).

De la demostración de la proposición 2.54, para el caso m = 1, se tiene
el siguiente teorema
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TEOREMA 2.55. Sean L/K ćıclica de grado p, L = K(α) tal que α
pertenece a cog(L/K). Entonces L/K es radical ciclotómica, |cog(L/K)|=
pst, donde q = ps y

t =
{

deg(µ(L))− deg(µ(K)) + deg(B−1
C ) si µ(L) 6= µ(K),

deg(µ(L)) si µ(L) = µ(K).

donde σ(λM ) = λBM , donde C es de grado mı́nimo tal que C | (B − 1) y
M | C(B − 1)p−1.

Demostración. Esto se sigue de la demostración de la proposición 2.54, para
el caso m = 1.

PROPOSICIÓN 2.56. Sea L/K Galois radical ciclotómica. Entonces

|cog(L/K)|≤ qmdeg(µ(L)).

donde [L : K] = pm.

Demostración. Sea E = K(µ(L)) con K ⊆ E ⊆ L. Entonces

|cog(L/K)|≤|cog(E/K)||cog(L/E)|≤ qmdeg(µ(L))

por la proposición 2.54.

TEOREMA 2.57. Sea L/K radical ciclotómica. Entonces si L̃ es la cerra-
dura de Galois de L, se tendrá

|cog(L/K)|≤ qmdeg(µ(L̃))

donde [L̃ : K] = pm.

Demostración. Sean G = Gal(L̃/K) = HN con H un subgrupo normal
de G, N el p subgrupo de Sylow de G. Sea F = L̃H . Se puede suponer,
cambiando H por un conjugado, que F = L. De aqúı tenemos el diagrama

L
H

L̃

N

K E

Sea α ∈ cog(L/K), distinto de cero. Aśı existe N ∈ RT tal que αN =
a ∈ K. Puesto que α ∈ L̃, αN ∈ K ⊆ E, es decir, α ∈ cog(L̃/E). Si
α = 0 en cog(L̃/E), entonces α ∈ E ∩ L = K, aśı α = 0 en cog(L/K) una
contradicción.

Por lo anterior cog(L/K) ⊆ cog(L̃/E) y

|cog(L/K)|≤|cog(L̃/E)|≤ qmdeg(µ(L̃)).
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Se esperaŕıa que |cog(L/E)|= [L : E]s deg(µ(L)), pero se tiene el ejemplo
siguiente.

EJEMPLO 2.58. Sea L = k(ΛP 2p−1), con P ∈ RT irreducible, y considere
σ = 1 + P 2 ∈ Gal(k(ΛP 2p−1)/k). Se tiene

σ(λ2p−1) = λP 2p−1 + λP 2p−3 6= λP 2p−1

de este modo σ 6= 1.

Por otro lado σp = (1 + P 2)p = 1 + P 2p, de esta manera

σp(λP 2p−1) = λP 2p−1 + λP
2p

P 2p−1 = λP 2p−1 .

Por lo tanto σp = 1 y el orden de σ es p.

Si E = L(σ), entonces [L : E] = p y L/E es radical ciclotómica. Observe
que σ(λMP 2p−1) = λMP 2p−1 + λMP 2p−3 = λP 2p−1 si y sólo si el exponente de
P en la descomposición de M es mayor o igual que 2p − 3. En este caso
λP

2p−3

P 2p−1 = λP 2 ∈ E. Nótese que λP 3 /∈ E. Por lo tanto µ(E) = ΛP 2 , y
µ(L) = ΛP 2p−1 .

Ahora, Nµ(L)(λMP 2p−1) = λ
M(

(1+P2)p−1

(1+P2)−1
)

P 2p−1 = λMP 2p−2

P 2p−1 = λMP = 0 si y sólo si
P divide a M . Aśı ker Nµ(L) = (λPP 2p−1) = ΛP 2p−2 . Por otro lado

IG(µ(L)) = (σ(λP 2p−1)− λP 2p−1) = (λP 2p−3) = ΛP 2p−3 .

Por lo tanto

| cog(L/E) |=| H1(G,µ(L)) | | µ(L) |
| µ(E) |

=
| ΛP 2p−2 |
| ΛP 2p−3 |

| ΛP 2p−1 |
| ΛP 2 |

= qd(2p−2),

donde d = deg(P ). Por lo que [L : E]sdegµ(L) = qd(2p−1) y |cog(L/E)|6= [L :
E]sdeg(µ(L)).
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Perspectivas y conclusiones

Los conceptos de ser radical y pura, definidos en las extensiones L/K
utilizando la acción de Carlitz-Hayes, dan lugar a las llamadas extensiones
radical ciclotómicas, objeto de estudio de la primera parte de la tesis. Estas
tiene propiedades análogas a las que tienen las llamadas extensiones cogalois.
Por ejemplo

(1) La extensión k(ΛPn)/k(ΛP ), donde P ∈ RT es irreducible, es radical
ciclotómica, ejemplo 2.5. En analoǵıa a que la extensión Q(ζpn)/Q(ζp),
con p un primo impar, es cogalois.

(2) El teorema 2.23 es análogo al teorema 7 de [2].

(3) El corolario 2.25 es análogo al corolario 8 de [2].

Por otro lado las extensiones radical ciclotómicas L/K cumplen que
[L : K] = ps, donde p = char(k), ver teorema 2.40. Sin embargo, aunque
las extensiones cogalois L′/K ′ cumplen la siguiente propiedad: si K ′′ es
cualquier campo intermedio de L′/K ′ entonces L′/K ′′ y K ′′/K ′ son exten-
siones cogalois, las extensiones radical ciclotómicas no cumplen la propiedad
anterior, ver ejemplo 2.20.

Aśı pues las extensiones radical ciclotómicas no son análogas a las exten-
siones cogalois. Sin embargo todav́ıa queda trabajo por hacer, por ejemplo

(1) Describir el módulo cog(k(ΛPn)/k(ΛP )) con P ∈ RT irreducible.

(2) Encontrar soluciones expĺıcitas de ecuaciones de la forma XM − a = 0,
donde M ∈ RT y a ∈ k.

En la segunda parte de la tesis se pudo establecer un análogo parcial al
siguiente teorema de Kummer (ver el teorema 5.17 de [26]).

TEOREMA 2.59. Sea K un campo que contiene al grupo µn de las ráıces
n-ésimas de la unidad, con n primo relativo a la caracteŕıstica de K. En-
tonces:

53
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(1) Si L/K es una extensión de Kummer de exponente n, entonces L/K
es normal (Galois, no necesariamente finita) y Gal(L/K) es abeliano
de exponente n.

(2) Reciprocamente, si L/K es una extensión abeliana de exponente n, en-
tonces L = K( n

√
∆) con ∆ = L∗n∩K∗, es decir L/K es una extensión

de Kummer de exponente n.

Para ello seguimos algunas definiciones dadas en [18]: Sean M ∈ RT
un polinomio no constante y ϕ : K → K definido por ϕ(u) = uM , donde
K = k(ΛM ). Entonces ϕ es un RT -homomorfismo. Por otra parte considere
un RT -submódulo B de K bajo la acción de Carlitz-Hayes que contenga a
KM = ϕ(K).

Denotamos por KB la composición de todos los campos K( M
√
a) con

a ∈ B. Esto último quiere decir que adjuntamos a K una ráız arbitraria α
de la ecuación zM − a = 0, donde α ∈ k. Puesto que las M -ráıces de Carlitz
están en K, tal campo no depende de la elección de la ráız α, y por lo tanto
KB es de Galois sobre K.

DEFINICIÓN 2.60. Diremos que una extensión de Galois L/K, con
grupo G, es una extensión RT -abeliana si G tiene estructura de RT -módulo.
Una extensión RT -abeliana L/K se dice que tiene exponente M ∈ RT si
M · σ = 1 para cada σ ∈ G, (ver [6]).

Es posible probar la siguiente proposición.

PROPOSICIÓN 2.61. (1) Sea B un RT -módulo de K, que contiene a
KM y sea KB la composición de todos los campos K( M

√
a), para cada

a ∈ B. Entonces KB/K es Galois y abeliana.

(2) Supongamos que KB/K es una extensión RT -abeliana y de exponente
M . Entonces existe una función bilineal:

G×B → ΛM dada por (σ, a) 7→< σ, a >

donde < σ, a >= σ(α) − α y α satisface αM = a. El núcleo izquierdo
es 1 y el núcleo derecho es KM .

(3) Con las hipótesis del inciso (2), la extensión KB/K es finita si y sólo
si (B : KM ) es finito. Si esto ocurre, entonces

B/KM ∼= Ĝ.

En particular se tiene que

[KB : K] = (B : KM ).

Aqúı el śımbolo Ĝ denota el módulo dual de G (ver definición 1.21).
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Para mostrar la proposición siguiente se necesitaron algunas definiciones.
Recordamos que las extensiones de campos L/K están contenidas en la
extensión k/k (ver [6]).

DEFINICIÓN 2.62. Una extensión RT -abeliana L/K se dice que es RT -
ćıclica si Gal(L/K) es un RT -módulo ćıclico. En este caso si

Gal(L/K) ∼= RT /(M)

con M un polinomio mónico, diremos que L/K es una extensión ćıclica de
orden M .

El análogo al teorema 2.59 es la siguiente proposición:

PROPOSICIÓN 2.63. Con las notaciones de la Proposición 2.61, la fun-
ción θ definida por θ(B) = KB entre el conjunto de RT -submódulos de K
que contienen a KM y las extensiones RT -abelianas de K, con exponente
M , es inyectiva. Además si L/K es una extensión RT -abeliana, finita, de
exponente M entonces existe un RT -submódulo B, de K, que contiene a
KM , tal que L = KB.

Demostración. Para mostrar la inyectividad de la función anterior bastara
probar que si KB1 ⊆ KB2 , entonces B1 ⊆ B2. Sea b ∈ B1. Se tiene que
K(b

1
M ) ⊆ KB2 por lo que K(b

1
M ) esta contenido en una subextensión fini-

tamente generada de KB2 , es decir, existen un número finito de bi ∈ B2 de
modo que K(b

1
M ) ⊆ K(b1, . . . , bm). Aśı podemos suponer que B2/K

M es
finitamente generada y, por ser radical, finito.

Sea B3 el submódulo de L generado por B2 y b. Entonces probaremos que
KB2 = KB3 . Tenemos que KB2 ⊆ KB3 . Para mostrar la otra contención, sea
α una ráız M -ésima de c ∈ B3. Si c ∈ B2, entonces K(α) ⊆ KB2 . Si c es de la
forma bN+

∑
bNi
i , con bi ∈ B2, entonces αM = bN+

∑
bNi
i = βMN+

∑
βMNi
i ,

es decir, α− βN −
∑
βNi
i = λA. Por lo que K(α) ⊆ LB2 . De aqúı se sigue la

contención deseada.

Por lo tanto (B2 : KM ) = (B3 : KM ), de esta manera b ∈ B2, por lo que
B1 ⊆ B2.

Por otro lado, sea K ′ una extensión RT -abeliana de K de exponente M ,
finita. Sea G el grupo de Galois de tal extensión. Entonces, por [14] p. 187,
G es suma directa finita de RT -submódulos de exponente M . Aplicando
Teoŕıa de Galois podemos suponer que la anterior extensión es ćıclica de
exponente M . Ahora por la Proposición 2.6 de [6], toda extensión ćıclica,
con exponente M , se obtiene adjuntando una M -ráız de un elemento de K.
Aśı K ′ es la adjunción de M -ráıces, es decir, existen {bj} ⊆ K y {αj} ⊆ K ′

tales que αMj = bj y K ′ = K({αj}). Sea B el submódulo de K generado por
los bj y KM . Entonces K ′ ⊆ KB. Por otro lado considere una ráız M -ésima
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de b + aM , digamos α. Aśı αM = b + aM . Se observa que (α − a)M = b y
que K(α) ⊆ K(α− a) ⊆ K ′, de esto se sigue que KB ⊆ K ′. Esto termina la
demostración.

Sin embargo también en esta parte queda trabajo por hacer, por ejemplo

(1) ¿Es posible que en la proposición 2.63 la función θ sea biyectiva, no
solo inyectiva.?
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Birkhäuser, Boston, 2006.
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Módulo de cogalois, 16
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