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Resumen

En este trabajo estudiaremos algunos aspectos algebraicos de las exten-
siones de campos de funciones L/F,, es decir una extensiéon de campos de
F,, finitamente generada, con grado de trascendencia 1. Nos restringiremos
a considerar campos de funciones L/F tales que Fy(T) C L C Fy(T'), donde
F,(T) denota la cerradura algebraica de F,(T"). En particular nos fijaremos
en la accién de Carlitz-Hayes, la cual ha servido para definir anélogos a los
campos ciclotémicos clasicos en campos de funciones. Un aspecto, impor-
tante, que se considera aqui, es del estudiar el médulo de torsién de una
extensién de campos de funciones L/K, es decir

T(L/K) = {u € L | existe un polinomio M € F,[T] tal que v € K}
y las extensiones de campos de funciones L/K de la forma
L=K(T(L/K)).

Parte del trabajo hecho en esta tesis esta publicado en [22].

Introduccién

En la teoria de campos de funciones, es decir, extensiones de campos L/k
tales que L es finitamente generado sobre k y el grado de trascendencia de L
sobre k es uno, a mediados de los anos 1930’s, al menos en el caso L = F,(T')
y k =Ty, L. Carlitz estudia andlogos a la funciones exponencial, que denota
por ¢ (u), y logaritmica, en la completacién de K = F,(T") y encuentra la
relacién siguiente: ¢¥(Mu) = wpr(¢(u)), donde wys es un polinomio aditivo
con coeficientes en F,[T], determinado tnicamente por M € F [T, ver [4].
En [5], continuacién del articulo anterior, Carlitz estudia los polinomios wyy
y descubre andlogos de los polinomios ciclétomicos.

Muchos anos después, D. Hayes, da estructura de F,[T]-médulo a la
cerradura algebraica de Fy(T"), Fy(T'), conocida como la accion de Carlitz-

Hayes como sigue: sean u € Fo(T) y M € Fy[T] se define M - u = wps(u).

Se demuestra que, en efecto, se tiene que esta definicién da a Fq(T)
estructura de F,[T]-médulo (ver [25] Capitulo 12). Por otra parte, esto da
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lugar a los analogos de los campos ciclotémicos sobre el campo Fy(T), v a
una teoria de campos de clases sobre L (ver [13]).

En este trabajo se intenta, en primer lugar, generalizar la teoria de co-
galois, utilizando la accién de Carlitz-Hayes. Dada una extension arbitraria
de campos, L/K, se define el grupo

T(L/K) = {u € L™ | existe un entero positivo n, tal que u" € K}

donde L* = L\{0}.

Al grupo cociente cog(L/K) := T(L/K)/K* se le llama grupo de cogalois
de L/K.

Se dice que L/K es una extensién de cogalois si:
(1) L= K(T(L/K)) y
(2) card(cog(L/K)) < [L: K],

ver [10] y [2].

En este contexto se tiene una definicién de lo que se entiende por una
extension radical ciclotémica. En primer lugar, una extensién L/K se dice
radical si L = K(ai,...,o,) vy existen N; € F,[T] tales que ozZN" € K,
i = 1,...,r. En segundo lugar, una extension L/K es pura si para cada
polinomio ménico irreducible M € Fy[T] y cada u € L tal que u™ = 0 se
tiene que u € K. Asi diremos que L/K es radical ciclotémica si es separable,
radical y pura.

La extensiones radicales L/K tienen propiedades andlogas a la exten-
siones radicales, en el sentido de [1], o las extensiones coseparables, en el
sentido de [10]. Por lo tanto si L/K es radical y Galois, entonces dado un
@ € cog(L/K), cuyo orden es M, se tiene que si A\y; denota un generador
de Ajs, entonces Ay € L, ver proposicién 2.7, lema 2.6 y la definicién 2.1.

También, en algunas extensiones radicales L/K, es posible encontrar un
elemento primitivo, a € L, de tal manera que existe M € F,[T] tal que
aM € K, ver proposicién 2.8.

Por otra parte, se tienen algunos resultados analogos a los presentados
en [24] lema 2.1, ver lema 1.31 y en [12] lema 1, lema 5 y lema 9, ver lema
2.11, lema 2.12 y la proposicion 2.13.

Por otro lado, las extensiones radicales tienen propiedades como:

- Si I’/K es pura y L es un campo intermedio, entonces L' /Ly L/K
son puras y reciprocamente, ver lema 2.14.

- Un andlogo parcial del teorema 1.6 de [10], ver proposicién 2.15.

- La proposicién 2.23, junto con la proposicién 1.7, muestra que bajo
ciertas circunstancias, el médulo cog(L/K) es finito.

- En la subseccién 3.4, de este trabajo, se consideraron las reticulas con
el orden la contencién usual entre conjuntos siguientes:
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Sea F/L una extensién de Galois con grupo de Galois I". Por lo que
tenemos las reticulas

{L’| L es una extensién de L contenida en E}

{U | U es subgrupo de ZY(I', u(E))}.

Asi la proposicion 2.30 relaciona las reticulas anteriores y da una condicion
necesaria y suficiente para que una extension L'/L con L' C FE sea radical.
Este resultado a su vez muestra la proposicién 2.31 de este trabajo.

- Ademsés se tiene que si L/K es radical ciclotémica, entonces existe
m € N tal que [L : K] = p™, ver teorema 2.39 y teorema 2.40.

- Finalmente, se obtiene una cota superior de la cardinalidad de cog(L/K),
ver teorema 2.57.

En segundo lugar, se trata de estudiar extensiones analogas a las exten-
siones de Kummer, pero usando la accién de Carlitz-Hayes, siguiendo, en
primer lugar el trabajo de W. Chi [6] y usando la teoria cldsica de Kummer,
ver [18]. Para la teoria de Kummer empezamos con un campo K que con-
tenga al grupo u, de las raices n-ésimas de la unidad, con n primo relativo
a la caracteristica de K, asi una extension de Kummer de exponente n de
K es un campo de la forma

L=K(VA)

donde A es un subgrupo de K* que contiene al subgrupo (K*)", ver [26]
Capitulo 5.

Notacion

C,, denota al grupo ciclico de orden m.

k =TF,(T) denota al campo de funciones racionales.

k denota la cerradura algebraica del campo k.

R denota al anillo F,[T7].

((K) denota el conjunto de raices de Carlitz contenidas en el campo K,
es decir es el conjunto {u € K | existe M € Rytalqueu™ = 0}.

pw(K)(N) denota al conjunto de x € u(K) tales que ¥ = 0, donde
N € Ryp.

[M, N] denota el minimo comin miltiplo de los polinomios M y N.

(M, N) denota al maximo comun divisor de los polinomios M y N.

£,(A, B) denota al conjunto de transformaciones lineales de A en B,
sobre [F),.

Mumxn(Fp) denota al conjunto de matrices, de tamano m por n, con
entradas en [F),.

(G : H) denota el indice del grupo H en G.

(M : N) denota el indice del médulo N en M.
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Capitulo 1

Preliminares algebraicos.

1.1. El médulo de Carlitz-Hayes

Como se menciondé en la introduccién, usaremos la accién de Carlitz-
Hayes, que definiremos a continuacién.

Sea p un nimero primo, ¢ = p”, n € N. Sean ¢ : k — k el automorfismo
de Frobenius, ¢(u) = u?, y pur : k — k, denota al endomorfismo multiplicar
por T, es decir, pr(u) = Tu.

DEFINICION 1.1. Se define una accién de Ry en k de la forma siguiente:
si M € Ry, u € k, entonces

WM = M(p + i) (u)

es decir, si M = ag + ayT + - - - + agT?, se tiene que

u™ = agu 4 a1(p + pr)(w) + - - - + ag(e + pr)*(w).

Esta accién tiene las siguientes propiedades (ver [25] Capitulo 12):
Para cada M, N € Ry v u,v € k se tiene

(u+v)M =uM oM y yMEN = M 4 N

uMN — (uM)N y ul = u

Asi k tiene estructura de Rp-médulo, llamado mddulo de Carlitz-Hayes.

Por otro lado, si M € Ryp es conveniente tener la definicién siguiente

DELFINICION 1.2. Se define Aj; como el conjunto de puntos de M-torsién
de k, es decir
Ay ={uek|u™ =0}.

Obsérvese que Ajs es un Rp-submédulo de k.

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES ALGEBRAICOS.

OBSERVACION 1.3. El médulo Ay es el analogo a la n-torsion definida
sobre Q@". Asf como la n-torsién es un Z-médulo ciclico, puesto que son las
raices de la unidad, es posible demostrar que A; es Rp-médulo ciclico, ver
[25] Capitulo 12. Denotamos por Aps un generador de Ay, y a veces diremos
que Aps es una raiz primitiva de Carlitz.

Por otro lado, en un contexto mas general, es posible definir una funcion,
la exponencial de Carlitz, dada por la serie

o] qu
eX(U) = Z FJ
7=0
donde
(i) Para cada j € N se define

i) =77 -T
(ii) Para j = 0 definimos Dy = 1 y si j € N definimos

i—1

Dj = [j]lj —1]*---[1)
ver [8] Capitulo 3.
Esta funcidén tiene las siguientes propiedades

(1) ex es aditiva

(ii) Sea & = A&, donde A es cualquier raiz de la ecuacién 29~ = —[1] y
& -Tla- -2
i [ +1]

Entonces ex admite una representacién en forma de producto infinito, es
decir

u
ex(u) =u H (1- a)
a€fRr\{0}

Ademas los unicos ceros de ex son 0 y todos los elementos de {R7 \ {0},
ver [8] Capitulo 3.
(iii) Satisface la ecuacién funcional

ex(Tu) = (ex(u))T = ex(u)? + Tex(u)

Ver [8] Capitulo 3 para més detalles.

Por otro lado, si M € Rt entonces Ay = ex(%) es un generador de Ay,
ver [7] Teorema 6.5.
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DEFINICION 1.4. Si M € Ry, M # 0, ®(M) denota el nimero de
elementos de (Rr/(M))*, las unidades de (Rr/(M)).

Se tiene que
(M) = card({N + (M) | (N)+ (M) = 1}) = card(Rr/(M))").
Por lo tanto @ es el andlogo a la funcién ¢ de Euler.

En el caso de campos numéricos, Q(¢,) es el campo ciclétomico de las
n-raices de la unidad, Q((,)/Q es una extensién de Galois de grado ¢(n),
con grupo de Galois (Z/nZ)*. El andlogo para campo de funciones sera:

TEOREMA 1.5. Si M € Ry, entonces k(Ay)/k es una extension de
Galois de grado ®(M) y grupo de Galois (Ry/M)*. En particular k(Anr)/k
es una extension abeliana.

Ver [25] Capitulo 12, para més detalles.

Si M =(QT" - Q% donde los @); son ménicos irreducibles y ¢ € (F,)*,
entonces

O(M) = B(Q) -+ d(Qs*) = N(M) [[(1 -
Qi

N(Qi))' (1.1)

donde N (M) = gdes(M),
LEMA 1.6. Sean A, B € Ry \ {0}. Entonces
®(AB)®((A, B)) = ®(A)@(B)N((4, B)).

Demostracion. Podemos suponer que ambos polinomios son no constantes.
Considere los conjuntos

Dy = {m € Ry | m es ménico e irreducible y divide a A}

Dp = {p € Ry | u es ménico e irreducible y divide a B}.

Sean Dy\p ={m € Da |7t B}y Dp\a = {1 € Dp | u{ A}. Entonces por
(1.1) se puede escribir:

weED

Por la definicién de N (M) se sigue que N(A)N(B) = N(AB). Por

otro lado utilizando los conjuntos Dg\p y Dp\4 €l producto HweDA(l —

N%ﬂ)) [ep,(1— ﬁ) se puede escribir como:

1 1 1 1
I o-5ep W 0-5ap 1 0=5gp 1 0=55)

m€Da\p m¢Da\B HEDR\ 4 p¢Dp A
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Notamos que D4 \ Dy = Dgp \ Dp\ 4, de este modo los tres primeros
términos del producto anterior, junto con N(AB), dan lugar a ®(AB). Fi-

nalmente, si al ultimo término lo multiplicamos y dividimos por N((A, B)),

se obtiene N((((i g)))) de donde se sigue el resultado. O

PROPOSICION 1.7. Sean q > 2, M € Rr no constante. Considere la
extension k(Apr)/k. Entonces p(k(Aar)) = Aar.

Demostracion. Bastard mostrar la contencién p(k(Aps)) € Aps. Sea u €
w(k(Anr)), existe un S € Ry tal que

x = I w~nx)
N|S

N es ménico

y u® = 0 ver [25] proposicién 12.3.13. Digamos que ¥y (u) = 0. Como la
extension k(Apr)/k es de Galois, se sigue que el generador de Ay, Ay, estd en
kE(Anr).

Ast k(Anr) contiene un generador de Ay. Sea R = [M, N]. Entonces,
puesto que R = (M N) y (M,N)= PiM + Q1 N, se tiene que

Ar = A = APMTON — \MB AN = A Y

asi se tiene que Ar € k(Ay).

Obsérvese que Ar = Apr + An, ya que claramente si u € Ay y v € Ay,
entonces dado que R = SM y R = QN, se tiene (u + v) = uff +of =
uIM 4 @N = (uM)5 4 (vIV)Q = 0, es decir u +v € Ag.

Por otro lado si w € Ag, sean M' = % y N' = (MN) Se tiene que
(M',N") =1 por lo que

1 qr 10y rar 10y
w:wlszS-i-NQ :’U)MS +UJNQ

En la suma anterior, el primer sumando pertenece a Ay y el segundo
sumando a Ay, de aqui se sigue que w € Ap; + An.

En particular Ay; C Ap, es decir, k(Ag) 2 k(Aps) y como, claramente,
k(Ar) C k(An) se tiene que k(Ar) = k(An). Entonces ®(M) = ®(R).
Ademds, existe un Q € Ry tal que R = M Q. Por el Lema 1.6 se obtiene:

N(MQ))
((M,Q))

Puesto que ®(M) = ®(R) la anterior desigualdad implica 1 > &(Q) > 1,
es decir, ®(Q)) = 1. Se afirma que @ es un polinomio constante, pues en caso
contrario si P es un factor irreducible de @, es decir, Q = P*Q’ y tal que

O(R) = ®(MQ) = &(M)2(Q) > O(M)®(Q).
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P o divide a Q, a > 1, y ®(P%) = ¢*™ — gla=tm = gla=bm(gm _ 1) > 1,
donde m denota el grado de P.

Por lo tanto, por (1.1), se tiene que ®(Q) > 1, lo cual es una contradic-
cién. Asi pues N | M y, por lo tanto, si M = QN. Se tiene que:

MY = A3y = v € A
Puesto que u = )\%1, para algin N; € Rp, entonces u € Ajy. O

OBSERVACION 1.8. Excluimos el caso g = 2 ya que en la demostracion
de la proposicién 1.7 se usa que si ¢ > 2 entonces los tinicos polinomios P que
producen ®(P) = 1, son los polinomios constantes no nulos. Sin embargo si
g = 2 puede ocurrir que ®(P) = 1 sin que P € (F2)*. Por ejemplo P =T
satisface que (ver [25] Capitulo 12) ®(P) = 1. Desafortunadamente este
mismo hecho hace que el Teorema 5.2 de [7] sea falso si p = 2, pues basta
tomar M =Ty N=T+1.

Por lo tanto se tiene que k(Ay) = ksiysélosig=2y M € {T,T +
1L,T(T+1)}.
1.2. Teoria de mdédulos

En lo que resta de este capitulo, a menos que se indique otra cosa, todos
los médulos y homomorfismos de mdédulos considerados se refieren a Rp-
modulos y Rp-homomorfismos respectivamente. Siguiendo [18] definimos los
siguientes conceptos:

Sea A un médulo, y a € A. Sea
Yo Ry — A
el homomorfismo definido por
pa(M) = Ma.

DEFINICION 1.9. Diremos que A es ciclico, si existe a € A tal que el
homomorfismo ¢, es suprayectivo.

La definicién anterior es equivalente a pedir la existencia de a € A tal
que A = (a).

DEFINICION 1.10. Un médulo ciclico 4 es de orden M, si M es un
polinomio monico no constante con coeficientes en Fy y ker(¢q) = (M).
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OBSERVACION 1.11. Si A es un médulo ciclico, entonces existe a € A
tal que el homomorfismo ¢, es suprayectivo. Por lo tanto existe un polinomio
M con coeficientes en F, tal que

(i) ker(pq) = (M) y
(i) Rr/(M) = A.

Si M es un polinomio no constante, entonces A es finito, por (ii). En
este caso podemos reemplazar a M por un polinomio ménico. Por lo que A
es un modulo ciclico de orden M, en el sentido de la definicién 1.10.

DEFINICION 1.12. Sea a € A. Diremos que a tiene orden infinito si el
nicleo de ¢, es cero. Diremos que a tiene orden finito M, M polinomio
monico, si ker(yp,) es distinto de cero y ker(p,) = (M).

DEFINICION 1.13. Si A es un médulo, un ezponente de A es M € Ry,
no nulo tal que Ma = 0 para cada a € A.

LEMA 1.14. Sean A un mddulo ciclico de orden M, a € A un generador de
A y B C A un submddulo no trivial. Entonces existe un polinomio mdnico
N con coeficientes en Fy, tal que B = (Na) y N | M.

Demostracion. Sea C = {N € Ry | Na € B}. Sea N € C un polinomio no
constante, moénico de grado minimo. Veamos que B = (Na). Sea N'a € B
y supongamos que N { N’. Por lo tanto se puede escribir N’ = QN + R con
el grado de R menor que el grado de IV, lo cual implica N'a = QNa + Ra.
Por lo tanto Ra € B.

Si R fuera una constante no nula, entonces a € B, pero esto es una
contradiccién ya que B # A. Por lo tanto si R # 0 se tiene que R es
polinomio no constante, pero esto lleva a una contradiccién con la eleccion
de N. Por lo tanto N | N’, de este modo N'a € (Na).

Por otro lado si N t M se tiene que M = NQ + R y gr(R) < gr(N), por

lo tanto 0 = Ma = NQa + Ra pero esto implica que Ra = —NQa € B, en
contradiccién con la eleccién de N. O

El lema anterior es el andlogo a la proposicién de que todo subgrupo de
un grupo ciclico es ciclico.

LEMA 1.15. Sean A un Rp-mddulo ciclico de orden N y Ny un divisor
monico de N. Entonces existe un Rp-submddulo de A, cuyo orden es N7.

Demostracién. Sea N1 un divisor ménico de N, digamos N = N1@Q1. Ahora
como A es ciclico existe a € A, tal que el homomorfismo ¢, es suprayectivo.
Sean b = p(Q1) y B = (b) y se define ¢, : Ry — B por ¢»(M) = Mb.
Entonces ¢, es un homomorfismo suprayectivo.

Ademas si Yp(M) = 0 = po(MQ1), entonces, existe ) € Rp tal que
M@, = NQ = N1QQ;. Por lo tanto M = N;Q luego ker(¢,) C (Ny).
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Por otra parte si M € (Ny), M es de la forma QN; y p(QNy) =
QN1¢.(Q1) = Qe (N1Q1) = 0. Por lo tanto (N7) C ker(¢). De este modo,
B es Rp-submoédulo ciclico de A de orden Nj. ]

En base a los lemas 1.14 y 1.15 se tiene la siguiente proposicién.

PROPOSICION 1.16. Sea A un mddulo ciclico de orden M. Entonces
para cada divisor monico N de M existe un dnico submddulo ciclico de A,
de orden N.

Ahora sea A un médulo ciclico con exponente M. Denotamos por Cjy,
en analogia a los grupos ciclicos Cy,, al médulo Ry /(M), que es ciclico de
orden M.

DEFINICION 1.17. Se denota por A o Homp,. (A, C)y), al grupo de ho-
momorfismos de A en Cys, el mddulo dual respecto al exponente M de A.

Supongamos que f : A — B es un homomorfismo, y que ambos médulos
tienen exponente M. Se tiene un homomorfismo

f:B— A
definido por f(@[}) = 1) o f. La categoria Rp-mdédulos de exponente M, es

~

una subcategoria plena de la categoria Rp-mdédulos. Ademés nétese que ()
es un funtor contravariante, es decir

6 : R — médulos de exponente M — Rp — mddulos

estal quesi f: A— By g: B — C son homomorfismos, entonces

(1) gof=Ffogy
(2)1=1.

LEMA 1.18. Sean A un mddulo finito, con exponente M, B y C' mddulos
tales que A = B x C. Entonces A es isomorfo a BxC.

Demostracion. En primer lugar, B xC es un médulo de exponente M, ya que
M(b,c) = (Mb,Mc) = (0,0). De las proyecciones naturales 7; : Bx C' — B

y m @ B x C — C, se obtiene los homomorfismos 7 : B — BxC y

Ty : C — B x C, por lo que definimos 6 : BxC—BxC por medio de:

0(Y1,2) = 71 (Y1) + T2(12)

donde (11,12) € B x C. Se tiene que 0 es homomorfismo. Por otra parte si
(NS BxC entonces, puesto que ¢ es homomorfismo, ¥ (x,y) = (z,0) +
¥(0,y) para todo (z,y) € B x C. Ahora si definimos 91 : B — Ap y
Yo : C — Ajpy por

Y1(z) = ¥(x,0)
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Ya(y) = ¥(0,y)

entonces 11 y %9 son homomorfismos. Esto induce una funcién

—

§:BxC —BxC

dada por
6(¢) = (¢1,92)

que es homomorfismo de médulos y cuya inversa es 6. Esto termina la de-
mostracién. O

PROPOSICION 1.19. Un mddulo finito A, con exponente M , es isomorfo
a su dual. En otras palabras

A~ A = Homg, (A, Cy).

Demostracion. Sea A un médulo finito de exponente M y hagamos la sigui-
ente observacion: Por el teorema 4.7, Capitulo 5 de [14], A se puede escribir
como

A @pAp

la suma anterior es sobre todos los ménicos irreducibles P y Ap denota los
elementos de A que tiene orden una potencia de P. Ahora por el teorema
4.9, Capitulo 5 de [14], cada Ap se puede escribir como

Ap = Cper @ -+ @ Cpey,

donde a1 > ... > a > 1 y cada Cpe; es un médulo ciclico cuyo generador
tiene orden P%, asi cada Cpe; tiene orden P%i. Notese que cada Ap y cada
Cpe; tiene exponente M.

Por la observacion anterior y el lema 1.18, podemos suponer que A es
ciclico generado por a con orden P®, con o € N y P € Ry irreducible. Por
lo tanto la funcién ¢, es un homomorfismo suprayectivo y (P%) = ker(¢q).

Como M es un exponente de A, se tiene que ¢q(M) = Ma = 0 por lo
tanto M € ker(y,), es decir, P* | M.

De la proposicién 1.16, se tiene que C}y tiene un tinico submédulo ciclico
de orden P¢, que denotamos por Cpa. El homomorfismo ¢, : R — A
induce un isomorfismo, que seguiremos denotando por p,

Rr/(P*) — A

Al inverso del isomorfismo ¢, lo denotaremos por ¢ : A — Cpa. Sea
y = ¥ (a), entonces y es un generador de C'pa. Al componer ) con la inclusién
natural C'pa — C)s, se obtiene un elemento de A, que seguiremos denotando

por .
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Ahora sea ¢ € 2, asi p : A — C)y es homomorfismo. Nétese que Im(p) C
Cr es submédulo ciclico de orden N. Asi, existe w € Im(p), w = ¢(ay) con
ay € A, que genera a Im(y) y su orden es N.

Puesto que
PYw = P%p(ay) = p(P%y) =0

se tiene que P € (N). Por lo tanto P* = ND, para algin D € Rp. Por lo
que N = P7 ademas v < «, es decir, w tiene orden P” y como w genera a
Im(yp), se tiene que Im(¢) C Cpa.

Por otro lado ¢ esta determinado completamente por su accién en a,
donde a € A es un generador de A, pero p(a) € Cpa y y es un generador de
Cpa. Por lo tanto p(a) = Ny. Si ¥y = N1 entonces

¢n(a) = Ny(a) = Ny = ¢(a),

es decir ¢ = 1y € (V).
Asi A = (1) y contiene ¢@°8("*) elementos. Por lo tanto A = A O

Sean A y B mddulos.

DEFINICION 1.20. Una funcion bilineal de A x B en un médulo C' es
una funcién

AxB—C

denotada por (a,b) —< a,b >, que tiene la propiedad siguiente: para cada
a € A, la funciéon b —< a,b > es un homomorfismo y, para cada b € B, la
funcién a —< a,b > es un homomorfismo. Un a € A se dice ortogonal a
SCBsi<a,b>=0paracadabeS.

De modo anélogo tenemos la definicién de que b € B sea ortogonal a
S C A. El nicleo izquierdo de la funcién bilineal es el submédulo de A, que
denotamos por Ny, ortogonal a B, es decir

Nr={a€ A|<a,b>=0paratodobec B.}

El nicleo derecho de la funcion bilineal es el submdédulo de B, que deno-
tamos por Np, ortogonal a A, es decir

Np ={be B |<a,b>=0para todo a € A.}

b € B da lugar a un elemento de Hompg, (A, C), dado por a —< a,b >,
que denotamos por 1. Entonces 1)y, se anula en N7, es decir, 1,(a) = 0 para
cada a € Ny. Asi, v, induce un homomorfismo A/N; — C', dado por

a+ Nj— y(a)
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Por otro lado si b = & mod Np entonces 1, = vy, esto da lugar, en
primer lugar a un homomorfismo ¢ : B/Np — Hompg,.(A/Ny, C), dado por

Y(b+ Np) =y
y en segundo lugar a la sucesién exacta de modulos
0 — B/Np — Hompg, (A/N;,C). (1.2)
De modo similar se obtiene
0 — A/N; — Hompg,(B/Np,C). (1.3)

Supongamos que C es ciclico de orden M, entonces para cada b € B se
tiene My, = ¥p, = 0, por lo tanto B/Np tiene exponente M. De modo
similar A/N7 tiene exponente M.

PROPOSICION 1.21. Sea A x A’ — C una funcién bilineal de médulos,
con C ciclico de orden M # 0. Sean B y B’ los niicleos izquierdos y derecho

respectivamente. Supongamos que A’'/B’ es finito. Entonces A/B es finito y
A'/B’ es isomorfo al mddulo dual de A/B.

Demostracion. De las sucesiones exactas (1.2) y (1.3), se deduce que las
sucesiones siguientes son exactas

0 — A'/B' — Hompg, (A/B,C) (1.4)

0 — A'/B" % Homp, (A/B,C) (1.5)

Por otro lado como C' es ciclico de orden M, entonces C = Ry /(M).
Por lo tanto C' es finito. Puesto que A’/B’ es finito por hipétesis, en-
tonces Homp, (A’/B’,C) es finito. De la sucesién exacta (1.5) deducimos
que card(A/B) < card(Homg, (A/B,C)). Por lo tanto de la proposicién
1.19 se tiene que card(A/B) < card(A4’/B’).

Por otra parte de la sucesién (1.4) y de la proposicién 1.19 deducimos
card(A’/B’) < card(A/B). Por lo tanto card(A’/B’) = card(A/B). Puesto
que Y es inyectiva, entonces de la proposicion 1.19 concluimos

Homp, (A/B,C) = A/B = A'/B' = Homp, (A'/B',C).
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1.3. Algunos resultados sobre torsion

DEFINICION 1.22. Sean A un Ry-médulo y N € Ry. Definimos N - A =
{Na | a e A}. Por otro lado si A es un médulo de torsién escribiremos

Oy = {orden(a) | a € A}.

DEFINICION 1.23. Un médulo A se dice acotado si A es un médulo de
torsién y existe un numero natural m tal que para cada M € Ojs se tiene
deg(M) < m.

LEMA 1.24. Sea A un mddulo.

(1) Para cada M € Oz y todo N € Ry, tal que N | M, se tiene que
N € Oy.

(2) Para todo M, N € Oy4 se tiene que [M,N] € Oy.

(8) Sea A un mddulo acotado y M € O4 de grado mdzimo, entonces todo
elemento de Q4 divide a M.

Demostracion. (1) Sean M € O4 y N | M. Entonces existe a € A tal
que M = orden(a), por lo tanto N es el orden de b = %a ya que Nb =

(%)Na = Ma = 0. Por otra parte, si N1 es el orden de b, entonces se
MN,;
N

tiene que N1b = a = 0 de aqui se sigue que existe Ny € Rp tal que
N; = N3 N. Por lo tanto orden(b) = N.

(2) Se observa que si (M, N) =1, entonces MN € O4. Para mostrar la

afirmacion anterior, sean ayr, ay € A, con ordenes M y N respectivamente y
b=ay +ay. Entonces MNb= MN(ap +an) = N(Map)+M(Nay) = 0.
Asi, MN € (N), donde N = orden(b).
_ Por otro lado Nb = N(aM+a~N) = Nay+Nay = 0, de esto se sigue que
Napyr = —Nay. Por lo tanto M Nay = 0, de aqui se sigue que NM = R N.
Ahora si N = P! ... P, de la hipétesis hecha sobre M y N se sigue que
P | N.

Como NNay = 0, siguiendo un razonamiento analogo al parrafo ante-
rior ahora con M = Q? o QE *, se tendrd que ij | N. Por lo tanto se tiene

que N = MNNs, es decir, orden(h) = MN.

Por induccién podemos mostrar que si My, ..., M, € Og satisfacen que
(M;, Mj) =1
para i # j, entonces My - -« - M, € Og.

Falta mostrar que si M, N € Og, entonces [M,N]| € Og. Podemos
suponer que
M:Plal ..... PaSyN:Pial ,,,,, P/BS

S
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con Py, - -, Py irreducibles distintos y «;, 8; € NU{0}. Nétese que Pz,max(aiﬁi)
divide a M o N, asi por (1), se tiene que PimaX(Oéiaﬁi)
[M N] _ leax(oq,ﬁﬂ o Psmax(asﬁs) €0p

(3) Sea N € O4. Entonces por (2) se tiene que [N, M| € O4, por lo que

€ Og. Por lo que

deg([V, M]) < deg(M).
Pero deg(M) < deg([N, M]), por lo tanto M = [N, M] y, asi, N | M. O

COROLARIO 1.25. Sea A un mddulo acotado, y M = mdx(Oa), esto
ultimo es una abreviatura de la frase: M es un polinomio que pertenece a
O4 de grado mdximo. Entonces M - A ={0}.

Demostracion. Aplicar el lema 1.24. ]

DEFINICION 1.26. El médulo A se dice N-acotado si es acotado y N e
R es monico y es el polinomio de menor grado tal que N - A = {0}.

LEMA 1.27. Sea A un mddulo N-acotado. Si M - A = {0} para algin
M € Ry no constante, entonces N | M.

Demostracion. Por el algoritmo de la division se puede escribir M = NA+R
de tal modo que R =0 o deg(R) < deg(N). Por lo tanto R- A = {0} y por
la minimalidad de N se tendra que R = 0. O

PROPOSICION 1.28. Sean A un mddulo N-acotado, M = mdz(O4) y
R el minimo comun mailtiplo del conjunto O4. Entonces N = M = R.

Demostracion. Por el corolario 1.25 se tiene que R | M. Puesto que M € O4
se tiene que M | R, de aqui se obtiene la igualdad M = R.

Ahora se tiene que M- A = {0}, por el corolario 1.25, asi por el lema 1.27
se tendrd que N | M. Por otro lado existe ag € A tal que M = orden(ayg),
asi pues Mag =0 y de aqui inferimos que M | N. Por lo tanto N = M. [

Denotamos por Py al conjunto de polinomios irreducibles que dividen a
N.

PROPOSICION 1.29. Sea A un médulo N-acotado. Entonces para cada
D € Ry, tal que D | N, existe ap € A con orden D. En particular, para
cada P € Py existe ap € A de orden P.

Demostracion. En primer lugar se tiene que N = M = max(Qy4), por la
proposicién 1.28. Puesto que M € Oy, se deduce que D | N = M. Por lo
tanto se tiene que D € O 4 por lema 1.24. Asi existe ag € A de orden D. [

El siguiente resultado es un andlogo al siguiente lema, (ver lema 2.1 de
[24]).
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LEMA 1.30. Sean F un campo y m, n numeros naturales tales que el
mdzimo comun divisor de m yn es 1. St a = b = by, con by,by € F,
entonces existe b € F' tal que a = b™"

Para el lema andlogo, que es el siguiente, K es un campo tal que k C
K C k y el grado de trascendencia de la extension K/F; es uno. En este
lema consideramos la acciéon de Carlitz-Hayes.

LEMA 1.31. Sean a,b;,by € K y M,N € Rp, (M,N) = 1, tales que
a = b =0blY. Entonces existe b € K tal que bMN = a.

Demostracion. Sea My = M + N. Entonces (M N, M;) = 1 puesto que,
en caso contrario, se considera un irreducible Q) que divide a M N y M,
se tendrd que Q | M y Q | N, lo cual contradice que M y N son primos
relativos. Por lo tanto podemos escribir 1 = D1 My — Do M N, con Dy, Dy €
Rr. Sea b= (by + by)P1 — aP2. Entonces

bMN — (bl +b2)MND1 _ aDgMN
— biWNDl —{—béVINDl _ aMNDg
— aNDl —{—CLMDl _ aMNDg

_ o MiD1—-MND;

= Q.
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Capitulo 2

Extensiones radicales
ciclotomicas

2.1. Extensiones radicales ciclotémicas.

En lo que sigue, a menos que se especifique otra cosa, las extensiones
de campos de funciones consideradas L/IF, satisfacen que k C L C kyL /k
es una extensién algebraica. Por otra parte, si L/F, y K/F, son campos
de funciones y K C L, entonces L es una extension de K, en el sentido de
campos de funciones, ya que ambos campos contiene a F,. A menudo un
campo de funciones L/F, lo denotaremos solo por L. Por otro lado a las
extensiones anteriores se les da estructura de Rp-mddulo, usando la accion
de Carlitz-Hayes definida anteriormente.

El primer objeto a considerar, asociado a la extensiéon L/ K es el siguiente:
T(L/K) = {u € L | existe un M € Ry \ {0} tal que u™ € K}.

Nétese que T(L/K) C L es subgrupo del grupo aditivo L. Por otro lado

T(L/K)es Ry - médulo y el Rp-médulo T'(L/K)/K es de Ry-torsion. A este
ultimo Rz - médulo lo denotamos por cog(L/K). Se tiene que cog(L/K) es el
andlogo al grupo T(L/K)/K*, en el caso de una extensién L/K de campos
donde T(L/K) denota el grupo de torsién usual asociado a la extensién
L/K, es decir T(L/K) = {u € L | existe n € N tal que v" € K} (ver [10]
p.1).
DEFINICION 2.1. Diremos que una extensién L/K es radical si existe
A CT(L/K) tal que L = K(A); diremos que una extensién L/K es sep-
arable si cada x € L es raiz de un polinomio P, con coeficientes en K, sin
raices multiples; decimos que L/K es pura si para cada polinomio ménico
irreducible M € Ry y cada u € L tal que u™ = 0 se tiene que u € K;
finalmente diremos que L/K es una extensién radical ciclotémica si:

(1) es radical,

15
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(2) separable y

(3) pura.

Al médulo cog(L/K) = T(L/K)/K lo llamaremos mddulo de cogalois
de la extension.

EJEMPLO 2.2. La extension k(Apr)/k, con M € Ry, es radical ya que
existe W = Ay C T(k(Anr)/k) tal que k(Ans) = k(W), es separable, pero
no pura, ya que por la Proposicién 1.7, se tiene que la tnicas raices de
Carlitz que estan en k(Ajps) son Aps y si @ es un factor irreducible de M,
AQ € A, pero no estd en k. Por lo tanto k(Aps)/k no es una extension
radical ciclotémica. g

El siguiente ejemplo muestra la existencia de extensiones radicales ci-
clotémicas.

EJEMPLO 2.3. Sean p un primo impar y M = T. Considere la extension
kE(Anr)/k cuyo grado es p— 1. Se ha visto en el ejemplo 2.2 que k(Aps)/k no
es pura. Ahora considere el polinomio

FX)=XT - 1=XP+XT-1

Se afirma que 1 € k(Ap) \ k(Axa)™, ya que si ocurre lo contrario, existe
u € k(Ap) tal que uM = 1. Sea o un generador de Aj;. Nétese que [k(a) :
k] =p—1, por lo que {1,a,a2,...,a” 2} es una base de k(A,s) sobre k.

Por lo tanto u se puede escribir como u = ag + aja+ - - - + a,_2aP~2 con
P
ap,at, - ..,ap—2 € k. Por lo que

ul = ag + (ala)T 4+ (ap_zapd)T
= (ab + aoT) + (afo? + a1aT) + - - (2.1)

+ (aﬁda”(”_m + ap_20P72T)

Como ol = oP + oT = 0 entonces o = —aT. Por lo tanto, puesto que

u” =1, de las igualdades 2.1 se obtiene

1= (ab+ aT) + (afa? + a1aT) + -+ + (azﬁap(pd) + ap_20P72T)
= (af + aoT) + (—adfaT + a1aT) + - - - + (—azfzozp_QTp_2 + ap_20P72T)
es decir
0=(ah+a)T —1)+cra+ a4+ Cp_QOép_2

donde ¢; = (—1)'a’T* + a;T, i =1,...,p — 2, pertenecen a k.
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Por lo tanto llegamos a la ecuacion
0= ag +apgT — 1

va que {1,a,a?...,aP72} es base de k(Ays) sobre k. Pero ag = é 3, con
(f(T),g(T)) = 1, de aqui derivamos la ecuacién fP(T) + f(T)g?~(T)T
gP(T) sin embargo esto contradice el que (f(T'),g(T)) = 1.

Sea L el campo de descomposicién de F'(u), sobre k(Apr), entonces la
extension L/k(Aps) es separable. Como la extension L/k(Ajr) es de Carlitz-
Kummer (ver [23]), entonces por la proposicién 2.3 de [23], se tiene que [L :
k(Apr)] = pt, con t > 1. Si 3 es una rafz de F(u) se tiene que L = k(Ap)(5),
asi la extensién anterior es radical. Nétese que como el irreducible de § divide
a F(u) = uP + uT — 1, entonces tal irreducible es F'(u). En particular de
esto se deduce que t = 1.

Para mostrar que la extensién L/k(Ajpr) es radical ciclotémica, bas-
tard mostrar que es pura, puesto que se ha mostrado que es radical y sepa-
rable. Para este fin considere polinomios ménicos irreducibles N, con grado
de N > 1yseawu € L tal que u" = 0, se afirma que « = 0, en caso contrario
u es un generador de Ay y se puede considerar el diagrama

/\
\/

Ahora [k(u) : k] = p=W) —1 > p(p—1) = [L : k], pero esto contradice que
[k(u) : k] | [L : k]. Por lo tanto u = 0 € k(Ajps). Esto muestra la propiedad
(3) de la definicién 2.1, para los polinomios de grado mayor que 1.

Resta mostrar la propiedad (3) de la definicién 2.1 para los polinomios
de grado 1. Para ello se consideran los polinomios 7,7+ 1,...,7T + (p — 1),
bastard considerar, por ejemplo, N = T + 1. Sea u € L tal que v’ =
0 y supongamos que u ¢ k(Aps), en particular u # 0; de esta manera
irr(u, k(Apr)) | (uP~14+T41), pero por nuestra suposicién deg(irr(u, k(Ayr))) =
p, una contradiccién. Por lo tanto u € k(Ays).

]

Para el siguiente ejemplo necesitamos la siguiente proposicion

PROPOSICION 2.4. Sean q > 2, P € Ry monico e irreducible y n € N.
Entonces la extension k(Apn)/k(Ap) es pura.

Demostracion. Sea z € k(Apn) tal que existe un polinomio ménico irre-
ducible Q € Ry, de modo que 29 = 0. Asi existe un N tal que z = )\g y
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podemos suponer que @ 1 N, ya que si | N se tendrd que z = /\]IX = 0.
Por otra parte, de la proposicién 1.7 se tiene que p(k(Apn)) = Apn, por lo
que 2" =0.

Asi, por la Observacién 1.3, existe un M € Ry tal que NP”% = ME¢,
con la hipdtesis sobre @, se deduce que @ | P™. Por lo tanto @) = P, es decir,
z € k(Ap) lo deseado. O

EJEMPLO 2.5. La extensién k(Apn)/k(Ap) es radical ciclotémica, ya que
claramente, es radical y es separable ya que el polinomio, con coeficientes
en Ry, UP", es separable y por el lema 2.4 la extensién es pura. O

2.2. Propiedades de las extensiones radicales.

La extensiones radicales, en el sentido de este trabajo L/K tienen pro-
piedades andlogas a las extensiones radicales en el sentido de [10] o [1]. Sea
A un Rp-moédulo de torsion. Considere Q4 el conjunto dado en la defini-
cién 1.22. Supongamos que A es un Rp-médulo acotado, en el sentido de
la definicion 1.23. Al minimo comtun multiplo de los elementos de Oy, lo
llamaremos el Ry -anulador de A 'y lo denotamos por anulador(A).

Ahora sea E//F una extensién radical, no necesariamente finita. Existe
A CT(E/F) tal que E = F(A). Podemos reemplazar A por el submdédulo
de F generado por Ay F', que seguiremos denotando por A. Es decir, puede
suponerse que F C A.

Ahora A/F es Rp-médulo de torsién, asi tiene sentido considerar O 4/ p.
Diremos que una extensiéon de Rp-torsion, E/F, es una extension acotada
si A/F es Rp-mdédulo acotado, en este caso si N = anulador(A/F'), diremos
que E/F es una extensiéon N acotada.

LEMA 2.6. Sean A un Rp-mddulo, bajo la accion de Carlitz-Hayes, a € A
de orden finito M = Plkl---PfT. Entonces, si Q; = Pfi, i1=1,...,r, A
tiene elementos de orden Q;.

Demostracién. Considere a; = a'Vi, donde N; = H#i PJ,€7 Noétese que a; #
0, ya que en caso contrario N; € (M), es decir, N; es divisible por M, lo
cual es una contradiccién.

Sea 0y, : R — A definido por 6,,(N) = a;N. De esta manera 6,,(Q;) =0,

por lo que Q; € ker(6,,) = (]AV;), es decir, N; | Qi. Por lo tanto N; = P,

o

P. QN . ;
con a1 > 1. Dado que a;' = at'Ni = 0, se tiene que M | N; P, Lo
o : pli :
cual implica que «; > k;. Finalmente puesto que a;* = 0, se tiene que
Ni=Q:i =P O

En este contexto se tiene la siguiente proposicion.
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PROPOSICION 2.7. Sea E/F una extension radical, no necesariamente
finita, acotada, y sea N = anulador(A/F). Entonces E/F es de Galois si y
solo si Ay € E para todo M € Oy .

Demostracién. Sea o € E cuyo orden es M € Ry, asf tenemos que a™ =

a € F. Considere f(u) =u™ —a=[[y(u— (a+ A}})) € Flu], por lo tanto
los conjugados de « son

{a+&,...,a+&}
para algunos & € Ayy.

Sea B el Rp-médulo generado por {£1,...,&s}. Entonces B C E y existe
M' € Ry, que divide a M, tal que B = App. Si M’ # M, entonces o =
a’ € F lo cual es una contradiccién. Por lo tanto M’ = M y Ay € E.

Ahora supongamos que Ay € E para todo M € Oy /p. Seau € Ay M =
orden(u). Como todo conjugado de u sobre F' es de la forma u + )\]\N4 e E,

se sigue que la extensién E/F es normal, y como los u son separables sobre
F, entonces E/F es de Galois. O

En algunas extensiones radicales L/K, es posible encontrar un elemento
primitivo explicito y que pertenezca cog(L/K), como lo muestra la siguiente
Proposicion
PROPOSICION 2.8. Sea L/K una extension tal que L = K(a,f3) y
existen M, N € Ry con o™ =a, N =b, a,b € K, M y N primos relativos.
Entonces L = K(a + 3), es decir, a + [ es un elemento primitivo.
Demostracion. Puesto que a+ 3 € K(«, 3) entonces K(a + ) C K(a, ).
Por otro lado (a4 )M =M + M =0+ M c K(a+B) vy (a+ B)N =
aV 4+ 8N = aN +b e K(a+p). Por lo tanto se tiene que M, o € K(a+ ).

Ahora puesto que 1 = MS; + NS, se tiene que

a=al = aMOFNS — 51 (o) € K(a 4+ )

y
ﬁ — ﬁl — BMSH-NSQ _ (ﬂN)Sl +bS2 c K(Oé—’—ﬁ)
Asi pues K(«, §) = K(a + (3), més ain
(a+ @MY = (@)Y + (B € K.
O

Notese que el argumento anterior se puede generalizar a extensiones de
la forma L/K, con L = K(aq,...,as) de modo que existen M; € Ry con
oziwi = a; € K y los polinomios M; primos a pares.

Tenemos una serie de lemas, andlogos a los lemas 1y 5 de [12]. El objetivo
de enunciar y demostrar tales lemas, es tratar de establecer el andlogo, en
el sentido de este trabajo, de la siguiente proposicién (ver [12] Satz 2).
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PROPOSICION 2.9. Sean L/K wuna extension finita separable, n € N
tal que (n,car(K)), donde car(K) la caracteristica del campo K, y sea G un
grupo tal que K* C G C L* y G™ C L. Entonces

(1) (G*: K™) | [L: K]
(2) G/K* es finito.
El andlogo seria:

PROPOSICION 2.10. Sea L/K wuna extension finita y separable, n € N
primo relativo a la caracteristica de K y C' un grupo con K* C C' C L* tal
que C™ C K. Entonces

(1) (€ K*) [ [L: K]
(2) Los grupos C*/K* y C"/K*™ son finitos.
Empezamos definiendo para una extensién L/K y N € Ry no constante
T(N)={zeL|zN e K}

LEMA 2.11. Seax € T(N)\K y M el orden de z. Supongamos que Q | M,
Q irreducible, y que Ag C K. Entonces oM ¢ K@,

Demostracién. Supongamos lo contrario. Sea z™ € K?. Asi 2™ = 9, para

M
algin y € K. Ahora se tiene que @ satisface

M
(@)% =aM =y°

M

es decir, (z@ —y)? = 0. Por lo tanto, existe B € Ry tal que
x% —y = )\5 e K.
Esto ultimo implica que x% € K, lo cual es absurdo. Por lo tanto
M ¢ K9,
O

Para el siguiente lema, sea C' un Rp-moddulo, tal que K C C C Ly
CN C K. Por otro lado, sea N = NyN; de modo tal que (Ny, Ng) = 1.
Definimos, para i = 1,2,

C(Ni) = {ac eC | i EK}.

Nétese que CV C C(JXZ_) para i = 1,2, puesto que si z € CV, entonces
existe ¢ € C tal que z = ¢V = (¢V2)V1. Ahora, puesto que ™2 € C debido
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a la naturaleza de la accién de Carlitz-Hayes, se tiene que ¢V € C( Ny

modo andlogo se demuestra que ¢v C(NA? )

Por otro lado se tiene que KV = KN N KM puesto que si z € KV,
existe y € K tal que z = 3", por lo que z = ¥ = (y™2)M ¢ KM y
x=yN = (y"M)N2 e KN, Ademis si € KN N K2, se tiene que & = 2
y = :céVQ, por otra parte 1 = Ny Dy + NoDa, asi que

z =gz
NP1t N2 Do _ (o N1Dy | o NoDs
Ni\D NoN1\D
( Na 1) 1 ( Ty 2 1) 2
= (@ + )N
De aqui se sigue que z € KV puesto que :Ul R S D2 ¢ K. Por otro lado

se define

N N:
:cN C(]\}) C(A?)

como O(zV) = (N, zN).

Esta funcién 6 induce una funcién
p: CN/KN — Oy JKNM s C2 /KN
dada por (¥ + KV) = (2V + KN 2N 4 KN?). Puesto que KV C KN,
para ¢ = 1,2, se tiene que ¢ estd bien definida.

LEMA 2.12. La funcion ¢ definida anteriormente, es un isomorfismo. Por
lo tanto

card(CN/KN) = card(C(]X}l)/KNl)card(C(N]\i)/KNQ)

Demostracion. Se tiene que @ es una funcién inyectiva, puesto que si se tiene
(@ + KV) = (0,0) entonces " € K para i = 1,2 y esto implica que
N e KN

Por otro lado, supongamos que
(e + KN 2 4 KN e O /KM x O K.
Puesto que (N7, N2) = 1, existen Aj, Ay € Ry tales que
ANy =1méd Noy AaNo =1 méd Ny.

Sea w = x?QN + J:‘241N + K. Entonces foN = foN?Nl =z 4 5Ny
:13’241N = (z5%)™. Por lo tanto ¢ es suprayectiva. O
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PROPOSICION 2.13. Sea L/K una extension finita tal que existe = € L
con L = K(x) y tal que T = (x + K) tiene orden N € Rr, no constante.
Supongamos que a = VN € K no pertenece a KV y que Ay N K = 0. Sea
M un divisor de N de tal modo que zN € KM pero si M’ es otro divisor de
N, de grado mayor al de M, se tenga que z ¢ KM’ Entonces

(1) Ay € L.
(2) K(Ay)/K es abeliana.
(3) (K, 2)N : KN) = g%,
Aqui (M : N) denota el indice del médulo N en el médulo M.

Demostracion. (1) Existe z € K tal que 2’V = zM. Entonces (:U% — )M =

N — M = 0. Por lo que oM — = AB.. Supongamos que (B, M) # 1.
Entonces B/M = B'/M’, con (B',M') =1y gr(M’) < gr(M). Por lo que

(z3r — )M = \B )M =,

Pero gr(NTM,) < gr(N)y z2M € K, lo cual contradice la eleccién de N. Por
lo tanto (B, M) =1 asi A\y; € L.

(2) Considere el diagrama siguiente

E(Ay) —— EQum) K = K(Ar)

k K

Sea K = k(A\y) N K. Puesto que k(Ay;)/k es una extensién de Galois,
se tiene que K (Ajr)/K es una extensién de Galois, de tal modo que

H = Gal(k(Ay)/K) = Gal(K (A\y)/K).

Por otro lado si G = Gal(k(Ayr)/k), entonces H C G es un subgrupo y G
es abeliano. Esto muestra que K (Ays)/K es abeliana.

(3) Considere el médulo (K, x) generado por K y z, asi que K C (K, x).
Se sigue que KV C (K,z)N. Ahora si A = (K,2)N/K", se afirma que
(@) = A, donde @ = a + K, ya que si w € A entonces

w:((Zafi)+xc)N+KN:ZaiVBiﬁLxCNJrKN:vaLKN.

Por lo tanto A C (a).

Ahora sea D el orden de a. Entonces

@MY = (@3N = (z + a)Y = 2N € K.
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Por lo tanto D | &%

M ND M

Por otra parte, de 2V = zM se sigue que 2VP = 2MP pero se tiene que
NP =P ¢ KV, por la definicién del orden de @. Por lo tanto existe u € K
tal que 2P = 4. Por otro lado, puesto que D | %, existe S1 € Ry tal que
N = DS M. Ahora

(u% —Z)N —UJ\%QJ — N
— NS _ N
_ JNS_ S
— (uN Z%)Sl
— (u = MDY
=0.

N
D

=u uMSt e KM

Por la condiciéon impuesta a M se sigue que S; = 1. En consecuencia el
orden de @ es % O

2.3. Extensiones radicales ciclotomicas

Las extensiones radicales ciclotémicas tiene algunas propiedades, analo-
gas a las propiedades de las extensiones cogalois clasicas. Necesitamos primero
un lema.

LEMA 2.14. Sea K C L C L' una torre de campos. Entonces L'/K es
pura si y sélo si L' /L y L/K son puras.

Demostracion. Supongamos que L'/K es pura, sean A € L' y P € Ry,
ménico e irreducible, tal que A5 = 0. Entonces A\p € K C L, puesto que
L' /K es pura. Por lo tanto L'/L es pura. De modo completamente andlogo
se prueba que L/K es pura.

Por otro lado supongamos que L'/L y L/K son puras, sean Ap € L' y
P € Ry, ménico e irreducible, tal que AL = 0, entonces, como L’ /L es pura,
Ap € Ly como L/K es pura, entonces A\p € K. O

PROPOSICION 2.15. Sea K C L C L' una torre de campos, entonces

(1) Eziste una sucesion exacta de Rrp-mddulos

0 — cog(L/K) — cog(L'/K) — cog(L'/L)
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(2) Sila extension L'/ K es radical ciclotémica, entonces la extension L'/ L
es radical ciclotomica.

(3) Si la extension L'/K es radical, y las extensiones L'/L y L/K son
radicales ciclotémicas, entonces L'/ K es radical ciclotémica.

Demostracion. (1) El homomorfismo canénico
cog(L'/K) — cog(L' /L), v+ K +— z + L

es un Rp-homomorfismo con ntcleo cog(L/K). Esto prueba que la sucesion
de Rp-modulos

0 — cog(L/K) — cog(L'/K) — cog(L'/L)
es exacta.

(2) Como L'/K es separable, entonces L'/L es separable y, por el lema
2.14, L' /L es pura. Finalmente puesto que T(L'/K) C T(L'/L) entonces
L'/ L es radical.

(3) Como L'/L y L/K son radicales ciclotémicas, entonces ambas son
separables y puras, por lo tanto, por el lema 2.14, la extensién L'/ K es pura,
ademds separable, por lo tanto L'/ K es radical ciclotémica. ]

La proposicién anterior seria la andloga al teorema 1.6 de [10] que enun-
ciamos a continuacion.

TEOREMA 2.16. Supongamos que L/K es cogalois.
(1) Para todo campo intermedio K C F C L, L/F y F/K son cogalois.
(2) Para todo campo intermedio K C F C L, tenemos que Leog(r/r) = F-
(8) Para todo subgrupo H C cog(Ly/K) = H.
(4) Las funciones cog(—)/ y L(_y son isomorfismos inversos de reticulas.
(5) cog(L/F) es canonicamente isomorfo a cog(L/K)/ cog(F/K).

Sin embargo el andlogo al inciso (a) del teorema 2.16, no es vélido en
general, es decir, existe una extensién radical ciclotémica L/K y un campo
K ,con K C K C L tal que K /K no es radical ciclotémica. Para empezar
necesitamos algunas definiciones y un lema.

DEFINICION 2.17. Sean G un grupo y M un G-médulo. Una funcién
f: G — M se dice que es un homomorfismo cruzado de G con coeficientes
en M si para cada 0,7 € G se tiene que f(coT1) = f(o)+0o- f(71).

Al conjunto de homomorfismos cruzados lo denotamos por

ZNG, M).
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DEFINICION 2.18. Sean G un grupo y M un G-médulo. Una funcién
f G — M se dice que es un homomorfismo cruzado principal de G con
coeficientes en M si existe © € M tal que f(o) = ox — x, para cada o € G.
Al conjunto de homomorfismos cruzados principales lo denotamos por

BYG, M).

Nétese que si L/K es una extensién de Galois de campos, entonces p(L)
es un G = Gal(L/K)-médulo mediante la accién siguiente: dado o € G y
u € p(L) pongamos o -u = o(u); ya que la accién de Carlitz-Hayes conmuta
con o, 0 - u estd bien definida.

LEMA 2.19. Sean L/K una extension Galois tal que [L : K] = p?, u(L) =
W(K) yG=Gal(L/K) = Cy. Entonces L/K no es una extension radical.

Demostracion. Supongamos que L/K es radical. Considere el grupo

HY (G, u(L)).

Puesto que u(L) = pu(K) se tiene que BY(G, u(L)) = {1} (ver definicién
2.18) y, por lo tanto,

HY(G,u(L)) = Z1(G, u(L))/B*(G, u(L)) = Hom(G, u(L))

(ver [26] Capitulo 1).

En consecuencia, por la proposicién 2.23, se tendra
cog(L/K) = Hom(G, u(K)).

Por el teorema de Cauchy, existe un elemento de orden p, digamos 7, en
G. Sean H = (1) y L' = L. Nétese que, al ser H normal en G, se tiene
que L'/K es una extensién normal y, por lo tanto, de Galois. Ademés G’ =
Gal(L'/K) es isomorfo a Cp. Nétese que (L") = p(K). Asi

cog(L'/K) = Hom(G', u(K)).

Nétese que la cardinalidad de cog(L/K) = Hom(G, pu(K)) es | u(K) |. Para
ver ésto sea a € G = Cp2 un generador. Un homormorfismo ¢ : G — u(K)
queda completamente determinado por su accién en a, por lo tanto hay
| w(K) | homomorfismos de G en u(K). Del mismo modo podemos mostrar
que la cardinalidad de cog(L'/K) = Hom(G', u(K)) es | p(K) |.

Por otro lado tenemos que cog(L'/K) C cog(L/K) (ver proposicién 2.15
inciso (1)). Entonces, por cardinalidad, se tiene cog(L'/K) = cog(L/K),
pero de esto se sigue que L = L, ya que si aq,...,as generan a L sobre
K, entonces por lo mostrado se tendrd que ag,...,as € L' y de aqui la
afirmacién. Pero se tendria que [L : K] = p? = [L' : K| = p lo cual es una
contradiccién. O
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EJEMPLO 2.20. Sea M = P", n € Ny P € R irreducible. Considere la
extension k(Ay)/k(Ap). Sea t € N de tal modo que p~t < n < pf y ng la
parte entera de 1%'

Del corolario 1 de [17], se obtiene
Hy = (Z/p"2)* x Z)p™Z x ... x T)p™ L

cont>ny > ...>ngs > 0.

t—1

Seann =5y p=3.Sit=2secumple que p'~! < n < p', ademés

no = 1, el valor de « estd dado por el corolario 1 de [17].
Se puede escoger un subgrupo de Hys de la forma
H=(Z/p7)* \ x Z/pMZ x ... x L/p™T
y L' = LT asi Gal(L'/k(Ap)) = C2. Nétese también que pu(k(Ap)) = (L),
esto es posible, escogiendo adecuadamente ¢ = p®.

Por el lema 2.19, L'/k(Ap) no es radical. Por lo tanto k(Aps)/k(Ap) es
una extension Galois radical ciclotémica, pero no cumple la propiedad de
que si L es un campo tal que k(Ap) € L C k(Aps), entonces L/k(Ap) es
radical.

En este aspecto serfa mejor considerar la extensién k(Ap4)/k(Ar), con
q=p",p=3yr=3.Sugrupo de Galois es isomorfo a

(Z)p*7)? x Z/pZ x T7./pZ x L. pZ

ver [17], en especial el corolario 1 al lema 2.

Por otra parte, de la proposicién 7.1.2. de [16], es posible encontrar
a € F,\ {0,1,2}, de modo que o? # 2.

Por lo tanto se consideran los polinomios, médulo T4, 1 + T2, 14+ aT? y
1+aT? de orden p y los polinomios 1+T(T+1), 1+T%(T+1) y 1+T(T?+1)
de orden p?. Si se considera el campo L = k(A4)", donde H es el subgrupo
de Gal(k(Ar4)/k(Ar)), generado por

(1472 14+aT? 14+ aT31+T(T+1),14+T*T +1)},

entonces la extension L/k(Ar) cumple la hipétesis del lema 2.19, asi L/k(Ar)
no es radical.

PROPOSICION 2.21. Sean K/F y L/F extensiones de campos tales que
LN K = F. Entonces cog(K/F) C cog(KL/L)
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Demostracion. Nétese que FF C T(K/F)NL C KNL = F, es decir,
T(K/F)N L = F. Por otro lado T(K/F) C T(KL/L).

Asi cog(KL/L) O (T(K/F)+ L)/L y por los teoremas de isomorfismo,
se tiene que

(T(K/F)+ L)/L=T(K/F)/(T(K/F)NL)=T(K/F)/F = cog(K/F).
Esto prueba lo deseado. ]

PROPOSICION 2.22. Sean K/F y L/F extensiones de campos tales
que LNK = F y KL/F es pura. Entonces KL/F es una extension ra-

dical ciclotomica y se tiene un monomorfismo cog(L/F) x cog(K/F) —
cog(KL/F).

Demostracion. Por definicién se tiene que L = F(T(L/F))y K = F(T(K/F)).
Por lo tanto KL = F(T(L/F),T(K/F)). Se sigue que KL/F es radical.
Ademas como las extensiones L/F' y K /F son separables se sigue que K L/L
es separable y, por hipétesis, K L/L es pura. Por lo tanto K L/L es una ex-
tension radical ciclotémica.

Para mostrar la tltima parte de la proposicién se define
¢ :cog(K/F) x cog(L/F) — cog(KL/F)

como ¢(Z,y) = x + y. Por lo tanto la condicién L N K = F implica que ¢
es un monomorfismo, lo cual prueba la proposicién. O

Para algunas extensiones L/K se tiene que el Rp-médulo cog(L/K) es
finito. Por lo tanto en este punto conviene definir

p(L) = {u € L | existe un M € Ry \ {0} tal que «™ = 0}.

Observamos que éste es el andlogo a u(L), las raices de la unidad de L,
ver [2].

Por otra parte, considere L/K una extensién de Galois de campos, con
grupo de Galois G = Gal(L/K). Nétese que p(L) es un G-médulo, mediante
la accién siguiente: dado 0 € G y u € u(L) pongamos o - u = o(u); ya que
la accién de Carlitz-Hayes conmuta con o, o - u estd bien definida.

TEOREMA 2.23. Sean L/K una extension de Galois y G su grupo de
Galois. Entonces la funcién ¢ : cog(L/K) — Z*(G,u(L)) dada por ¢(u +
K) = f, donde fu(0) = o(u) — u, es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Se define § : T(L/K) — ZY(G, u(L)) mediante 0(u) = f,.
Obsérvese que fy(oco7) = 0(7(u)) — u, ademés f,(0) =o(u) —uy fu(r) =
7(u) — u aplicando a esta ultima ecuacién o se obtiene o(f(7)) = o(7(u)) —
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o(u), al sumar esta ecuacién con la primera se obtiene que f, es un homo-
morfismo cruzado. Nétese de paso que si o € G entonces fy,(0) = o(u) —u
estd en u(L), puesto que existe un N € Rp tal que uV € K. Por lo tanto

(o(u) —u)N = (c(u))N —uVN =o(@w) —u =0.
Ademas
9(“ + U) = futv

Por lo tanto

fu+v(a) = J(u +U) - (’LL—I—U)
ou)+ow)—u—wv

(w) —u+o(v) v,

es decir
O(u+v) =6(u)+6(v).

Por lo tanto 6 es homomorfismo. Por otra parte sea u € ker(), asi (u) =
fu =0, es decir, f,(0) =0(u) —u =0,y como L/K es de Galois, entonces
u e K.

Reciprocamente si u € K, claramente 6(u) = 0, asi ker(§) = K y por lo
tanto tenemos un monomorfismo de grupos abelianos

¢ : cog(L/K) — Z(G, u(L)).

Por otro lado Z'(G, u(L)) € ZY(G, L) y por el teorema 90 de Hilbert
aditivo que afirma que H'(G, L)) = Z(G,L)/B*(G,L) = 0, se tiene que

ZYG,L) = BYG,L) = {f € ZY(G, L) | existe un u € L tal que f = f,}.

Entonces, dado f € ZY(G, u(L)) existe u € L tal que f = f,, por lo que
para cada ¢ € G, f(0) = fu(0) = o(u) —u € p(L). Ahora, u es algebraico
sobre K, y se puede considerar la cerradura de Galois K’ de K (u)/K. Se
tiene que K C K(u) C K' C L.

Sea H = Gal(L/K'), entonces H < G y card(G/H) es finita. Los conju-
gados de u son {7 (u) |7 € G = G/H}, asf

o(u) =0o(u) =u—+ 2, con z, € u(L).

Como s6lo hay un ntimero finito de elementos @ € G = {o1H ...0H}
existen N,,,...,N,, € Rr tales que (z,,)Vo = 0. Sea N = N, -+ N,.,.
Entonces

P, N

E(uN):(u+zg)N:uN+zéV:uN+(zéV") o =,

Como la extensién K’/K es de Galois, esto implica que v € K, es decir,
¢ es suprayectiva. ]
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En el contexto de la proposicién 2.23 se tiene

PROPOSICION 2.24. Sean E/F una extension finita de Galois, T' =
Gal(E/F) y A <T. Entonces la sucesion candnica de grupos abelianos

0 — Z'(T/A p(B/F)*) % Z)(L, p(E/F)) % 2" (A, (B[ F))
es exacta, donde p(E/F)> ={( € wW(E/F) | o(¢) = (,Vo € A}

Demostracion. Supongamos que 01(f) = 0. Entonces si @ € I'/A, se tiene
que f(@) = 01(f)(o) = 0. De este modo 6; es inyectiva. Por otro lado
im(61) C ker(6y) ya quesi f = 01(f'), con f' € ZY (T /A, u(E/F)?), entonces
02(f)(o) = 61(f")(0) = f'(@) = 0.

Ahora si f € ker(f2), entonces para cada o € A, se tiene que f(o) = 0.
Por lo se puede definir ' : T'/A — wu(E/F) mediante f'(g) = f(o). Por
la condicién impuesta a f, f’ estd bien definida y es un morfismo cruzado.
Finalmente si 7 € A, entonces

7(f'@) =7(f(r7 0 0)) =7(f(0)) = (D),
es decir f' € ZYT /A, W(E/F)?) y f=01(f). O

COROLARIO 2.25. Sea L/K una extension como en la proposicion 2.23.
Si la cardinalidad de p(L) es finita entonces el Rp-mddulo cog(L/K) es
finito.

Demostracion. Se sigue del teorema 2.23. O

LEMA 2.26. Si K es un campo tal que k C K C k y K/k finita, entonces
w(K) es finito.

Demostracion. S6lo hay un nimero finito de polinomios ciclétomicos W s
tales que ®(M) < [K : k|. Puesto que hay s6lo un ndmero finito de poli-
nomios de grado dado, entonces los ceros de estos polinomios, son los tinicos
elementos de p(K). O

PROPOSICION 2.27. Sea L/K una extension radical ciclotémica tal que
L/k sea finita. Entonces | cog(L/K) | es finito.

Demostracion. Considere la cerradura normal de la extension L/k. Sea E/k
tal cerradura, por lo tanto E/k es Galois y contiene a la extensién L/K. El
lema 2.26 muestra que p(E) es un conjunto finito y, puesto que u(L) C u(E),
la proposicién 2.23 muestra que | cog(L/K) | es finito. O

DEFINICION 2.28. Sea A un conjunto. Una relacién < en A es un orden
parcial si reflexiva, transitiva y antisimétrica. Una reticula es un par (A, <)
donde < es un orden parcial.
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En la siguiente proposicién consideramos una extsnsién de Galois E/L,
con grupo de Galois I, junto con los conjuntos

Ceog(E/r) = 1H | H es submédulo de T'(E/L) y contiene a L}

Dz ue)) = {U | U es subgrupo de ZNT, u(E))}.

Ambos conjuntos son reticulas, con el orden inducido por la inclusién de
conjuntos. Asi tenemos el siguiente corolario de la proposicién 2.23.

COROLARIO 2.29. Si E/L es finita y de Galois, con grupo de Galois T,
entonces la funcion:
Vs Ceog(r/r) = D ey

dada por W(H) = {¢(a + L) € ZY (T, u(E))|a € H}, es un isomorfismo de
reticulas.

Demostracion. Se sigue del isomorfismo dado en la proposicién 2.23. O

2.4. Reticulas asociadas a extensiones radicales

En esta parte consideramos relaciones entre ciertas reticulas asociadas
a las extensiones radicales ciclotémicas. En esta seccién las reticulas (A, <)
que se consideran son inducidas por la contencion usual entre conjuntos, a
menos que se diga otra cosa. Para empezar sea F/L una extension de Galois
con grupo de Galois Gal(E/L) =T, definimos

f+ Gal(E/L) x cog(E/L) — u(E)
mediante f(o,%) = o(u) — u. Como sabemos que cog(E/L) — Z1(T', u(E))
es un isomorfismo, se tiene la funcién evaluacién

<,>: T x Z'(T, (E)) — u(E)
dado por < o,h >= h(0o).

Solo en esta seccién usaremos las siguientes notaciones: A < I' para
denotar que A es subgrupo de I', U < Z!(I', u(E)) para denotar que U es
subgrupo de ZY(T, u(E)) y si F' y G son Rp-médulos, F < G indica que F
es submédulo del médulo G.

Ahora para cada A < T, U < ZY T, u(E)) y x € ZYT', u(E)) definimos:
At ={h e Z' (T, u(E)) |< o,h >= 0 para cada 0 € A}
Ut ={s €T |<o,h>=0paracada h € U}
x-={ocel|<x,h>=0}
asi AT < ZYT, u(E)) y U+ <T.
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PROPOSICION 2.30. Sea E/L una extension finita y de Galois, I' =
Gal(E/L), y sea L' una extension intermedia de E/L. Entonces L'/L es
radical si y solamente si existe un U < ZY(T', u(E)) tal que Gal(E/L') = U+,

Demostracion. Si L'/L es radical existe G C T(E/L) tal que L' = L(G).

Podemos reemplazar G por el subgrupo aditivo generado por G y L, que
denotamos por G, asi L< G <T(E/L) y L' = L(G). Sea

U=6(G)={fa |G} < Z\(T,u(E)),
donde ¢ es la funcién dada en el corolario 2.29. Entonces

Ut ={s€T |<o,f,>=0paracada f, € U}
={o €Tl'| fa(o) =0 para cada f, € U}
={o el |o(a) =« paracada f, € U}
={o €l |o(z) =z para cada z € L(G)}
= Gal(E/L(G))) = Gal(E/L’).
Reciprocamente, si existe U < ZYT, u(E)) tal que Gal(E/L') = U+,

entonces veamos que Gal(E/L') = Ut = Gal(E/L(G))), con G = {a € E |
fa €U} = ¢~ H(U) donde ¢ es la funcién del corolario 2.29.

Para mostrar las igualdades anteriores s6lo debemos mostrar
Ut = Gal(E/L(QG)).

Para este fin consideremos 7 € U+ = {0 € T' | h(c) = Opara cada h € U}.
Si a € G, entonces f, € U, en particular, fo(7) = 0 = 7(a) — . Por lo
tanto, para todo a € G, 7(a) = a vy, de este modo, 7 fija a L(G) asi que
7 € Gal(E/L(Q)).

Ahora si 7 € Gal(E/L(G)), sea h € U. Entonces existe a € G tal que
h = fa, por la definicién de G y el hecho de que ¢ es biyectiva. Se sigue que

h(c) = fa(o) = 0 por lo que 7 € U+. Ahora por teorfa de Galois, se tiene
que L' = L(Q) O

El siguiente resultado es una aplicacién de la proposicion anterior, ver
[3]. El simbolo /a denota una raiz del polinomio " — o donde « € k.

PROPOSICION 2.31. Sean K/F wuna extension finita y separable, y E
la cerradura normal de K/F. Supongamos que existe una extension finita
L/F tal que

(1) E(AN)NL = F donde N € Ry es un polinomio no constante.
(2) KL = L( Y/«) para algin « € L distinto de 0.

Entonces K = F( Y/a).
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Demostracion. Se considera el diagrama siguiente

E(Any) — E(AN)L
K——KL
FP———9L

Puesto que la extension E(A\y)/F es de Galois, entonces, por teoria de
Galois, se tiene que E(Ay)L/L es de Galois y de la hipétesis (1) se tiene

G = Gal(E(\y)/F) = Gal(E(Ay)L/L) = G1.

Por la hipétesis (2) se tiene KL = L( ¥/«a). Sea 8 = ¥/a y considere
o € Gal(E(An)L/KL), entonces

(0(8) = B)Y = a(8Y) = B = o(a) —a =0. (22)
Definimos x : G1 — pu(E(An)L) por
x(0) =a(B) = 6.

Entonces Gal(E(Ay)L/KL) = ker(x), ya que si 0 € Gal(EAny)L/KL)
se tiene que x (o) = o(8) — 3 = 0y viceversa. Ademds de (2.2) se tiene que x
toma valores en Ay. Puesto que G y GG son isomorfos, x puede ser definido

en G.

Por lo anterior x puede pensarse como elemento de Z'(G, E(An)) v
ker(y) es Gal(E(An)/K), puesto que G y G son isomorfos. Por la proposi-
ci6n 2.30 K/ F es radical. O

Sea E//F finita de Galois, con grupo de Galois G. Sea L/F otra extension
tal que L N E = F, considere la composicién EL. Utilizando la proposicién
3.18 de [20], la funcién de restriccién

Gal(EL/L) — Gal(E/F), o o |g

es un isomorfismo de grupos. Denotamos por S(Li/Ly) al subconjunto de
subextensiones de L1 que contienen a Lo, entonces por teoria de Galois, se
tiene que las funciones

e:S(E/F)— S(EL/L), K'/F — LK'/L

\:S(EL/L) — S(E/F), K1/L+— (KiNE)/F

son isomorfismo de reticulas, inversas una de la otra.
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Denotamos por Rad(FE/F) al conjunto de todas las subextensiones K'/F
de E/F que son radicales. Entonces para todo K'/F € Rad(E/F) existe
un Rp-médulo G, no necesariamente tunico, tal que FF < G < T(E/F)
y K' = F(G). Pongamos G; = G + L. Entonces LK’ = L(G;), ya que
LK' = L(G), L < Gy < T(EL/L) y Gy es un Rp-médulo. Por lo que
e(K'/L) € Rad(EL/L). De este modo la restriccién de € a las extensiones
radicales da lugar a una funcién inyectiva

p:Rad(E/F) — Rad(FEL/L)

definida por
F(G)/F— F(G)L/L=L(G+ L)/L

donde G es un Rp-médulo tal que FF < G < T(E/F).

PROPOSICION 2.32. Sea E/F una extension finita de Galois con grupo
de Galois T, y sea L/F una extension arbitraria, con L <k, tal que

ENnL=F

Si w(EL) = u(FE), entonces se tiene:
(1) (G+ L)NE =G para todo Rp-médulo G con F < G <T(E/F)
(2) G1y = (GiNE)+L para todo Rp-médulo G1, con L < Gy <T(EL/L).

(8) La funcion
p: ST(E/F) — ST(EL/L)

FG)/F— LG+ L)/L, F<G<T(E/F)
es biyectiva, y la funcion
ST(EL/L) — ST(E/F),

L(G1)/L— F(GiNE)/F, L <G <T(EL/L)
es su tnversa.

Demostracion. (1) Seaw € (G+ L)NE. Asi w =2+ y donde z € G y
yeL porloquey=w—x € E. Asiy € F yaque ENL = F. Por lo tanto
zeG.

Reciprocamente si x € G claramente z € (G + L) N E.

(2) Denotamos por I'y al grupo de Galois de EL/L. Hemos visto anterior-
mente que se tiene un isomorfismo de grupos

F1—>F, o] — 01 ’E (23)
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Como pu(EL) = p(E), el isomorfismo anterior induce un isomorfismo de
grupos
v Z(T, u(E)) — Z(Tr, w(EL))

dado como sigue: sea h € Z1(T', u(E)). Si 01 € 'y se tiene que o1 |[g€ T, y
definimos v(h)(o1) := h(o1 |g). Ahora

’U(h)(o‘l e} 0'2) = h(al O 09 |E) = h(O’l |E 009 |E)

Asi v(h) es un homomorfismo cruzado. Por construccién v es un homo-
morfismo de grupos, y por (2.3) se tiene que v es un isomorfismo de grupos.

Sea G; con L < Gy < T(FEL/L). Ahora si w € (G; N E) + L entonces
w=zx+yconz € (GINE)yy € L,asiw € Gy. Ahorasea a; € G1. Entonces
fay € Z1(T'1, (EL). Tenemos que existe f € ZY(T, u(E)) tal que fo, = v(f).
De la proposicion 2.23 existe a € T(E/F) tal que fo, = v(f = fa).

Se tiene que fq, (01) = fa(o1 |E) para todo o1 € I'1, de aqui se sigue que
o1(a1) —a; = o1(a) — a, es decir, o1(a; —a) = a; — a para cada o1 € I'1. Se
sigue a; —a € L. Por lo tanto a; = a+ b donde b € L y, ademas, a € G; de
donde a € (G1 N E) + L.

(3) Por la observacién hecha previamente a esta proposicién se tiene que
p es inyectiva, por lo que basta mostrar que p es suprayectiva. Para ello, sea
K,/L € Rad(EL/L), entonces K1 = L(G1) para algin G; con

L <Gy <T(EL/L).

Por lo tanto si ponemos G = G1NE, entonces F(G)/F pertenece a ST (E/F)
y

p(F(G)/F) = L(F(G))/L = L(F(Gy n E))/L = L(L + (G: N E))/L
y, por (2), se tiene que
L(L+ (GiNE))=L(L+QG)=L(G) = K;.
]

OBSERVACION 2.33. (1) El isomorfismo v definido en la prueba de la
proposicién 2.32 induce un isomorfismo de reticulas

{U|U<ZC,u(E)} — {Ui| U1 <ZN Ty, u(BL))}
U — U =v). (2.4)

Por el corolario 2.29, existen isomorfismos de reticulas

{U|U<Z' 0, u(E)} = {G | F <G <T(E/F)}
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U—~G={acE|f,cU}.

{(U|U<Z'T,u(EL))} - {G | F<G<T(EL/L)}
Ui — Gy :{al EEL‘fal EUl}.

Ahora usando (2.4), se obtiene un isomorfismo de reticulas
v:{G|F<G<T(E/F)} -{G1|L< G <T(FL/L)}
G Gy ={og € EL| fo, € v({fa} | @ € G)}.

Se afirma que v(G) = G + L para cada submédulo G que satisface
que FF < G < T(E/F). Para ver esto, pongamos G; = v(G), ahora sea
a1 € (EL)*. Entonces

a1 € Gy & existe a € G tal que para cada 01 € I'y; fo, (01) = fa(o1 |E)
&< existe o € G tal que para cada 01 € I'1;01(a1) — a1 = 01(a) — «
& existe a € G tal que para cada 01 € T'y;01(1 — @) = a1 — «
& existe a € G, tal que g —a € L,

este ultimo paso se sigue de que la extensién EL/L es de Galois. Por lo
tanto v(G) = G + L.

2.5. Algunos teoremas de estructura.

PROPOSICION 2.34. Sea L/K una extension de campos tal que
[L:K]=q

con q un primo diferente a p = car(k). Entonces L/K no es radical ci-
clotomica.

Demostracion. Supongamos que L/K es radical ciclotomica. Por lo tanto
cog(L/K) es no trivial. Sea @ € cog(L/K) distinto de 0, esto significa que
a ¢ K. Asi, existe M € Rr tal que aM ¢ K. Podemos suponer que M es
monico y que es el polinomio de grado minimo con tal propiedad, es decir
el orden de @ es M, por lo que es posible suponer que existe un irreducible
@, reemplazando a « si es necesario, tal a%? =a € K.

Sea f(u) = irr(a, K) € K[u]. Puesto que u® —a = H(u—(oz—k)ﬁé)) € Klu]
entonces f(u) | u? — a. Por lo tanto f(u) = [J(u — (a + )\5)), para ciertos
B € Ry. Obsérvese que deg(f(u)) = ¢, ademas Z(OH-)\S) = qu—)\%B cK.
Por otro lado puesto que g # p entonces ¢ # 0 en K. Asi pues D = > B se

puede suponer no nulo, pues en caso contrario a € K por lo que podemos
suponer que el grado de D es menor que el grado de Q.

Por otra parte )\8 ¢ K, pero )\8 € Ly, por pureza, )\8 € K, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, L/K no es radical ciclotémica. O
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COROLARIO 2.35. Sea L/K una extension de Galois tal que
[L: K] =pn
conptn yn>1. Entonces L/K no es radical ciclotomica.

Demostracion. Por el teorema de Cauchy el grupo G = Gal(L/K) tiene
un elemento de orden ¢, digamos g, donde g es un primo que divide a n.
Considere el subgrupo H = (g) de G. Si L/K fuese radical ciclotémica
entonces, por la proposicién 2.15, la extensién L/L’, donde L' = L, es
radical ciclotémica. Pero [L : L'] = ¢ y por la proposicién 2.34 tal extensién
no es radical ciclotémica. Por lo tanto L/K no es radical ciclotémica. [

Noétese que podemos inferir de lo anterior el

COROLARIO 2.36. Si L/K es Galois y radical ciclotémica, entonces
[L: K] es de la forma p®, con s € N.

Demostracién. Si ocurre lo contrario, se tendrd que [L : K| = p"m, con n
enteroy > 0, ptmy m > 1. Sin embargo por el corolario 2.35 L/K no seria
radical ciclotémica, lo cual es una contradiccion. O

LEMA 2.37. Sea L/K una extension tal que [L : K| = p* con s € N.
Entonces L/K es pura.

Demostracion. Supongamos que L/K no es pura, asi existe a = Ap € L,
P € Ry irreducible tal que a” = 0 pero a ¢ K. Considere el diagrama
siguiente

Sea K = KNk(\p). Entonces por teorfa de Galois se tiene que K (A\p)/K
es Galois, con grupo de Galois G isomorfo a Gal(k(Ap)/K). Por otro lado

|GII[L:K]=p"y |G|l (¢" 1)
donde d = deg(P). Por lo tanto | G |= 1, es decir, Ap € K. O

EJEMPLO 2.38. Una extensién de Carlitz-Kummer, ver [23], es una ex-
tensién L/K tal que

(1) K es una extensién finita de k(Ays), para algin M € Ryp.
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(2) L es campo de descomposicién del polinomio f(u) = uM — 2z € K[ul,
sobre K, donde z € K \ KM.

Por la proposicién 2.3 inciso (4) de [23], se tiene que [L : K| = p'. Ahora
el lema 2.37 muestra que las extensiones de Carlitz-Kummer son extensiones
radicales ciclotémicas.

Por otro lado, en base a los resultados anteriores, se tiene el

TEOREMA 2.39. Una extension de Galois L/K es radical ciclotémica si
y solo si es radical, separable y [L : K] = p® con s € N.

En este contexto se tiene el siguiente teorema, en el cual no suponemos
que L/K sea una extension de Galois:

TEOREMA 2.40. Si L/K es radical ciclotomica, entonces [L : K| = p"
para alguna n >0

Demostracion. Sea L/K radical ciclotémica. Entonces L = K(aq, ..., o),
de tal modo que aZMi = a; € K donde M; € Ry. Tomando M; = P;""--- P,
M

2

P, . Pi; .
0;; = a; "7 se tiene que 0§, ;.’J = a;. Por lo que se tiene una torre de campos
9

K CK(f1) CK(f1,02) C--- CK(Br,---0s) =L

donde para cada i = 1,..., s se tiene que ﬂip" =b e K((,...,0i-1)y

S

L:K]=][IK®Br.....5) : K(Br.....Bi1)]- (2.5)

i=1
Es suficiente mostrar, en virtud de la ecuacién (2.5), que si L = K(«),
con o =a € Ky P € Rr ménico e irreducible, de tal manera que L/K

sea radical ciclotémica, entonces [L : K] = p" para algin m € N.

Si Ap € L, entonces L/K es de Galois y, por el corolario 2.36, L/K es
una p-extension.

Ahora se considera el diagrama

L=K(a)—% L(\p) = K(Ap, )

b b

K ——% K(a) N K(A\p) ——— K(\p)
k—— K Nk(Ap) — K(a) Nk(Ap) —%——— k(\p)

Puesto que K(Ap,a)/K(Ap) es Galois ademads, por las proposiciones
2.2 y 2.3 de [23], se tiene que N = Gal(L(Ap)/K(Ap)) puede pensarse
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como un subgrupo de Ap, es decir, N es un p-grupo elemental abeliano y
| N [=b=p".

Como
[L:K]=[L:K(a)NK(Ap)|][K(a) N K(Ap): K] =0bd=p"d

basta mostrar que d = 1.

Sean H = Gal(L(Ap)/(K(a)NK(Ap))), G = Gal(L(Ap)/K) y N denota
al grupo Gal(L(Ap)/K(\p)). Nétese que N es subgrupo normal de G.

Se tiene que

G/N = Gal(K(Ap)/K) < Gal(k(Ap)/k) = Cpa_1(=Z/(¢" — 1)Z)

Asf pues G/N es grupo ciclico de orden ¢ —1, primo relativo a p. Ademas
se tiene que | G/N |= ad

Por el teorema de Hall, ver [11] Teorema 9.3.1., como G es soluble, existe
R subgrupo de G, R ciclico de orden ad, tal que G = NR (de hecho se tiene
que, G N x Ryaque (|RI|,| N|)=1).

Por el mismo teorema de Hall, todo subgrupo de orden un divisor de
| R |= ad esta contenido en un conjugado R’ de R y se tiene que G =
NR 2N xR.

Sea S = Gal(L(Ap)/K(«)) = C,. Por lo tanto podemos suponer S C R
y | R/S |= d, nétese que (d,p) = 1.

Sea E = L(Ap)™. Observe que L(Ap)® = K(a) = L. Por lo tanto K C
ECL,/L:El=[R:S]=d=|R/S|, ademds como L/K es radical
ciclotémica lo es también L/E. Por lo tanto d = 1.

O]
COROLARIO 2.41. Con las notaciones del Teorema 2.40
K(a) N K(Ap) = K,[L: K] = [L(Ap) : K(Ap)]
Y
rr(u, @, K) = Trr(u, a, K(Ap)) = Fi(u) = [J(u— (0 + AB)).
Demostracion. Se sigue de la demostracion del teorema 2.40. O

El siguiente corolario es anédlogo al teorema 2.39 excepto que no suponemos
que L/K sea una extension de Galois.

COROLARIO 2.42. Una extension L/K es radical ciclotémica si y sdlo
si es separable, radical y [L : K] = p™ para algin m € N.

Demostracion. Se sigue del teorema 2.40 y el Lema 2.37. O
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2.6. El analisis de algunos mdédulos cog.

En esta parte trataremos de encontrar, si es posible, la estructura de
cog(L/K), donde L/K es una extensién radical separable, en particular ra-
dical ciclotémica. Antes de estudiar algunos casos particulares, mostraremos
un lema que sera de utilidad.

LEMA 2.43. Sea L/K wuna extensidn finita de Galois radical ciclotomica.
Entonces

BY (G, u(L)) = u(L)/n(K).
donde G = Gal(L/K).
Demostracion. Se define ¢ : u(L) — BY(G, u(L)) como sigue: (u) = fu,

donde u € u(L) y fu = o(u) — u para cada o € G. Nétese que ¥(u + v) =
¥(u) +¢(v) ya que

(fut fo)lo) = fulo) + fulo)

(u) —u+o(v)—v
(u+v)— (u—0)
= (fu+v)(0).

y si M € Ry se tendrd que ¥(u™) = fM, ya que

=0

=0

fur (o) = o(uM) —uM
= (o ()™ —u™
= (o(u)

= (fulo))™.

Por lo tanto 1 es un homomorfismo de Rp-moédulos, suprayectivo por
la definicién de BY(G, u(L)). Puesto que ker(y)) = p(K), por ser L/K de
Galois, del primer teorema de isomorfismo sobre mociulos, se tiene que v es
un isomorfismo. O

_ U)M

EJEMPLO 2.44. Considere la extensién k(Ap)/k, con P € Rp ménico
e irreducible. Sea G = Gal(k(Ap)/k). Ahora por el teorema 4.7 de [14]
Capitulo 5, se tiene que

cog(k(Ap)/k) = @q cog(k(Ar)/k)q

donde la suma anterior es sobre todos los polinomios monicos irreducibles,
Q, de Ry, y cog(k(Ap)/k)g denota el subconjunto de cog(k(Ap)/k) que
tiene orden una potencia de Q.

Se mostrard que si @ # P es monico e irreducible, entonces

cog(k(Ap)/k)q = {0}.
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Supongamos lo contrario, asf existe 3 € cog(k(Ap)/k), B # 0, de orden Q"
con r > 1. Por lo tanto de la proposicién 2.7 se tiene que Agr € k(Ap).

Por otro lado se ha mostrado (ver proposicién 1.7) que u(K (Anr)) = A,
en particular, u(K(Ap)) = Ap. Asi )‘ST =0, es decir, Q = P lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto

cog(k(Ap)/k) = cog(k(Ap)/k)p.

Puesto que cog(k(Ap)/k) es finito, por el teorema 4.9 de [14] Capitulo
5, se puede escribir

cog(k(Ap)/k) = Cpni & ...H Cpny

donde Cpn; es un Rp-modulo ciclico de orden P™i para 1 < i < r.

Por otro lado, puesto que H'(G,Ap) = {0} (ver [6] proposicién 2.7) y
cog(k(Ap)/k) = Z1(G,Ap) (ver proposicién 2.23) se tendrd, a partir del
Lema 2.43

| con(k(Ap)/k) |=] H1(G,Ap) | EEEED Ty gy

| (k) |
EJEMPLO 2.45. En este ejemplo, a menos que se especifique otra cosa,
q = p > 3. Considere la extensiéon L/k(Ar), donde L es el campo de des-
composicién del polinomio f(X) = X7 — 1, con coeficientes en k(Ar), el
grado de esta extensién es [L : k(Ar)] = p (ver ejemplo 2.3). Trataremos de
determinar la estructura de cog(L/k(Ar)).

Supongamos que 3 € cog(L/k(Ar)) tiene orden Q", con @ ménico irre-
ducible, r > 1y Q # T. Por la proposicién 2.7 se tiene que Agr € L. Puesto
que A\g = )\g:_l € L, por pureza se tiene que A\g € k(Ar), pero esto implica
que Q = T lo cual es una contradiccién. Por lo tanto

cog(L/k(Ar)) = cog(L/k(Ar))r,

donde cog(L/k(Ar))r es el conjunto de elementos de cog(L/k(Ar)) cuyo
orden es una potencia de T'.

Necesitaremos un lema para obtener la cardinalidad de cog(L/k(Ar)).
Para empezar sea z € k, z # 0, y N € Rp un polinomio no constante.
Considere f(X) = XV — 2z € k(An)[X]. El campo de descomposicién de
f(X) sobre k es de la forma L = k(a, \y) donde « es una raiz arbitraria de
f(X) y Ax un generador de Ay. Como el polinomio f(X) es separable la
extension L/k es de Galois.

Sea G' = Gal(L/k). Entonces dado o € G se tiene que o(a) = a + AMe
y o(\) = Ao, donde M, y N, se determinan salvo un miiltiplo de N, y N,
es primo relativo a N.
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Por otro lado considere G(N) el subgrupo de GLa2(Rr/(N)) de todas las

matrices de la forma
1 0
B A

donde B € Rp/(N)y A € (Rr/(N))*. De esta descripcién se sigue que
card(G(N)) = ¢2&N)®(N), por lo tanto es posible definir 6 : G — G(N)

como sigue:
1 0
o) = ( i, N, )

LEMA 2.46. Sea L/k la extension anteriormente descrita y 6 la funcion
anteriormente definida. Entonces 0 es un monomorfismo de grupos. Por otra
parte si N = P, P mdnico e irreducible, z € Ry como antes y la ecuacion
f(X) = 0 no tiene soluciones en Rp, entonces 6 es un isomorfismo de
grupos.

Demostracion. Sea o,7 € G. Se tiene que

o(t(a)) =o(a+ )\MT)

= a + AM7 4 \M-Ne

ademds a(7(\)) = a(AV7) = ANoN7_por lo tanto

8o 1) = 1 0
7T =\ M, +M,N, N,N,

pero esta iltima matriz es la multiplicacién de las matrices

9(@:(&0 A?J) v 9(7):<A}T A?)

Por lo tanto # es un homomorfismo de grupos. Si (o) es la matriz identidad
se tiene que M, es un multiplo de N y N, =1+ NQ, asi 0 = e, es decir, 0
es un monomorfismo de grupos.

Si N = P, P mbénico e irreducible, z € Ry como antes y la ecuacién
f(X) = 0 no tiene soluciones en Ry, entonces por el teorema 1.7 (3) de [15],
se tiene que Gal(L/k(Ap)) tiene cardinalidad ¢%°&(") es decir, el monomor-
fismo anterior es un isomorfismo. O

Se mostrard que p(L) = Ap. Para empezar, claramente Ap = p(k(Ar)) C
p(L). Por otro lado sea u € u(L) no nulo, asi, existe un N € Rr tal que
uN = 0. Por lo tanto u es de la forma )\]\N/[. Podemos suponer que (M, N) =1,
asi por la proposicién 12.2.21 de [25], podemos afirmar que Ay € L. Sea
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0‘1 PD‘171 P;XS

N = P ... P&, entonces Ap, = )\ € L, y por pureza ten-

dremos que Ap, € k(Ar). Asi P, = T Por lo tanto N = T" conn > 1y
n € N.

Supongamos que n > 2 y considere el diagrama

/\
\/

Del diagrama anterior obtenemos [L : k(u)]®(T") = p(p—1). Puesto que
O(T") = p"L(p — 1), se sigue que [L : k(u)]p"~! = p. Si n > 3 entonces
n—2>1,asf [L: k(u)]p" 2 = 1 lo cual es una contradiccién. Solo resta con-
siderar el caso n = 2, que implica que L = k(u), pero del lema 2.46 se tiene
que Gal(L/k) es no abeliano, lo cual contradice que el grupo Gal(k(Az2)/k)
es abeliano. Por lo tanto n =1y u =AM € k(Ar).

Por lo anterior

HY(G,u(L)) = Z1(G, u(L))/B"(G, u(L)) = Hom(G, u(L)),

y por el lema 2.43 se tiene que B!(G, u(L)) = {0}. De esta manera, utilizan-
do la demostracién del lema 2.19, se tiene que

| cog(L/k(Ar)) [= [L : k(A7)] = p

EJEMPLO 2.47. Considere la extension k(Apn)/k(Ap) con P € Ry ménico
e irreducible. La extensién es radical ciclotémica (ver ejemplo 2.5). Considere
el Rp-mddulo

cog(k(Apn)/k(Ap)).
Si denotamos por cog(k(Apn)/k(Ap))g al subconjunto de
cog(k(Ap) /k(Ap))

cuyos elementos tienen orden una potencia de (J, entonces, por el teorema
4.7 de [14] Capitulo 5, se tiene que

cog(k(Apn)/k(Ap)) = ©q cog(k(Apn)/k(AP))Q

donde la suma anterior es sobre todos los monicos irreducibles Q.

Se afirma que si Q # P es ménico irreducible, entonces

cog(k(Apn)/k(Ap))q = {0}
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En caso contrario, existe w € cog(k(Apn»)/k(Ap))g, no cero, cuyo orden es
Q™. Ahora por la Proposicién 2.7, se tiene que Agm € k(Apn), lo que lleva
a que (Q = P, una contradiccién con la eleccion de Q.

Por otra parte, se observa que, ver [14] Capitulo 5, teorema 4.9
COg(k‘(APn)/kj(Ap)) 2(Cpa @...0Cpom, a1 >...2am>1

y los Cpa; son médulos ciclicos, cuyo generadores tienen orden P%, respec-
tivamente.

En cuanto a la determinacion de la cardinalidad del médulo

cog(k(Apn)/k(Ap))

s6lo tenemos el siguiente caso especial. Sea P(T) =T,q=p >2y n = 2.
Entonces card(Hpz2) = ¢*"~Y = p, con d = deg(P(T)) = 1, donde Hp2 es
el grupo definido en la proposicién 1 de [17]. Por lo tanto el grupo Hp2 es
ciclico. Usando el corolario 2.21, Capitulo 1 de [26], se tiene que

Hl(HT2, ATZ) = kel"(NHT2 )/DATz

donde definimos Np_, : Ap2 — Agz y D @ Ap2 — Ag2 como (ver [19]
Capitulo 2)
Nu,, () —z40-z4+...40P 1z

D(z)=0c-z—=x

donde 0 =1+ T + (TQ) es un generador de Hp2 y @ € Ag2. Por otro lado
six = )\% se tiene que
M(T+1 MA+(p—1)T
NHTQ(x) = )\% +/\T2( + )+"')‘T2( +(p-1)T)
— )\1%1;4+(1+2+-~+p—1)MT —o

. - . : p(p—1)
Se observa que 1 +2+---+(p—1) = 0 ya que tal suma es igual a =5

y 2 # 0 en F),. De esta manera se tiene que ker(N HT2) = Ap2. Obsérvese
(T+1) _ )\M _ )\M
T2 = AT

también que D(x) = )\g\g2 , de aqui se sigue que
DAT2 = AT

Por lo tanto H'(Hyp2, Ap2) = Ap2/Az. Por otra parte del Lema 2.43 se tiene
que card(BY(Hp2, Ap2)) = card(Aq2 /A7) y recordando que

H'(Hg2,Ap2) = Z' (Hyo, Ap2) /B (Hr2, Ap2)
se obtiene, por la proposicién 2.23

card(cog(K (Ap2)/K(A7))) = card(Z (Hpe, Ap2)) = [K(Ag2) : K(A7))%
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El siguiente lema es crucial para mostrar que si tenemos una extensiéon
K /k pura y separable, en el sentido de C. Greither y D. K. Harrison (ver
[10]), entonces la extension K /k es cogalois en el sentido clasico.

LEMA 2.48. Supongamos que K = k(a), o = a € k, [K : k| = p primo,
y K/k es pura y separable. Entonces K/k es cogalois.

La demostracién del lema anterior consta de tres pasos, a saber

(1) Si g es un primo diferente de p, entonces cog(K/k) no tiene elementos
de orden gq.

(2) cog(K/k) no tiene elementos de orden p?.
(3) ak* genera a cog(K/k).

El lema que a continuacion probaremos recoge parte de la hipotesis del lema,
2.48, en el sentido de este trabajo, sin embargo no siempre es valido en
general.

LEMA 2.49. Considere la extension L/k(Ap), donde L es campo de des-
composicion del polinomio X¥ — a, P € Ry es irreducible y a € k(Ap) \
k(Ap)¥. El médulo cog(L/k(Ap)) no tiene elementos de orden Q, un irre-
ducible, distinto de P. Ademds si vp(a) > ¢, donde d = deg(P), se tiene
que cog(L/K) no tiene elementos de orden P2.

Demostracion. Supongamos que cog(L/k(Ap)) tiene un elemento de orden
Q irreducible. Entonces como L/k(Ap) es Galois, se tiene que \g € Ly
como L/k(Ap) es radical ciclotémica, se tendra que A\g € pu(K) = Ap, por
la proposicion 1.7, por lo tanto QQ = P.

Ahora supongamos que cog(L/k(Ap)) tiene un elemento de orden P2 es
decir, existe 3 € cog(L/K) tal que 87° = b € K. Entonces, como L/k(Ap) es
radical, se tiene que por la proposiciéon 2.7, Ap2 € L. Entonces se considera
el diagrama siguiente

Op——1L
Ok (Ap2) K(Ap2)
Ok K
Rp ———k

Ahora el indice de ramificacién del primo P, en la extensién K (Apz2)/K,
es ®(P?) (ver [25] Capitulo 12 proposicién 12.3.14.) asf el indice de ramifi-
cacién de P en la extensién L/k es d®(P?), donde d = €L/K (A )5 Pero del
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teorema 3.9. de [23] el indice de ramificacién es ®(P). En otras palabras,
d®(P?) = ®(P), lo cual es absurdo, de aqui se tiene la afirmacién. O

El siguiente ejemplo muestra que si L/K es pura y separable con [L :
K] = p, L = K(a”) y P un polinomio irreducible, entonces cog(L/K)
contiene un elemento de orden @, ) polinomio irreducible distinto de P.
Asi el paso (1) del lema 2.48 en el sentido de este trabajo no siempre es
cierto.

EJEMPLO 2.50. Sean P,Q € Rr, irreducibles y distintos. Considere la
extension L = k(Ap2¢2)/k, nétese que L = k(Ap2, Ag2). Sea 0 =1+ PQ €
G = Gal(L/k). Se observa que o # 1 puesto que A};g? = Ap2g2 + Apq #
)\szz.

Obsérvese que o(Apg) = )\}DEPQ = ApQ, por lo tanto si K es el campo
fijo de (o), se tiene que Apg € K.

Por otro lado se tiene que o? = (1 + PQ)P? = 1+ PPQP = 1 méd P?Q?,
es decir, el orden de o es p. Por lo tanto [L : K] = p.

Por otra parte o = Ap2 ¢ K, puesto que o(Ap2) = Ap2 + )\g # Ap2. De
modo andlogo se puede mostrar que § = A2 ¢ K.

Ahora, como [L : K| = p, se tiene que L = K(a) = K(f), ademés
af = Ap y B9 = Ag. Por lo tanto el médulo cog(L/K), tiene elementos de
orden P y de orden Q.

El siguiente ejemplo muestra que si L/K es pura y separable con [L :
K] = p, L = K(af) y P un polinomio irreducible, entonces cog(L/K)
contiene un elemento de orden P2. Asf el paso (2) del lema 2.48 en el sentido
de este trabajo no siempre es cierto.

EJEMPLO 2.51. Sea L = k(Aps) y o = 1+ P € Gal(L/k(Ap)). Obsérvese
que o = (14 P)? = 1 méd P3, aqui suponemos que ¢ = p°* con p > 3.
Ademids o # 1 ya que 0(Aps) = Aps + Ap2 # Aps.

Sea K = L9, se tiene que [L : K] = p. Por otra parte o(Ap2) =
Ap2 + Ap # Ap2. Por lo tanto a = Ap2 ¢ K. Asi L = K(a) y o’ =a € K.

Pero Aps € L tiene orden P2, ya que Ag? €EKy )\gg, ¢ K. Por lo tanto
el médulo cog(L/K) tiene elementos de orden P2.

2.7. Una estimacion para |cog(L/K)|

FEn esta seccién establecemos una cota superior para la cardinalidad del
moédulo cog(L/K), con L/K una extensiéon arbitraria. En lo que sigue se

tiene que q¢ = p°.
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OBSERVACION 2.52. Si L/K es Galois y radical ciclotémica tal que
w(K) = p(L), entonces al ser radical L es de la forma K(pi,...,p:), con
pMi = a; € K, para algunos M; € Ry. Por otra parte, las raices de XMi —q;
son {p; + )‘ﬁi}AGRT- Por lo tanto Gal(K(p;)/K) € Aps. De esta manera
Gal(K (p;)/K) es elemental abeliano.

Puesto que se tiene una inyeccién

Gal(L/K) — [ Gal(K (p;)/K).

i=1
se sigue que Gal(L/K) es elemental abeliano.

Por otra parte, ndtese que si L/K es una extension, entonces pu(L) = Aps
y u(K) = Ay, para algunos M, N € Ry. Por lo tanto definimos

deg(u(L)) = deg(M).

PROPOSICION 2.53. Sea L/K una extension Galois y radical ciclotémi-
ca. Supongamos que u(L) = pu(K), asi por la observacion 2.52 se tiene que
Gal(L/K) = C}*, para algin m € N. Entonces

lcog(L/K)|= g™ s,

Demostracion. Puesto que BY(G, u(L)) = {0}y HY(G, u(L)) = Hom(G, u(L))
(ver [26] Capitulo 1), entonces de la proposicién 2.23, se tiene que

cog(L/K) = ZH(G, u(L))/B'(G, (L)) = H'(G, p(L)) = Hom(G, u(L))

~Cp deg(u(L) por 1o tanto

ademds p(L)

Hom(G, u(L)) = Hom(CJr, C3dee(n(L)y
= £,(Fy, F;deg(u(L)))
= Mo sdeg(u(r)) (Fp)

Por lo que [Hom(G, u(L))|= g™ desw(L),
t

PROPOSICION 2.54. Sea L/K una extension Galois y radical ciclotémi-
ca y supongamos que L = K(u(L)). Entonces |cog(L/K)|< ¢ deen(L),

Demostracion. Obsérvese que, en primer lugar, [L : K| = p™ para algin
m € N (ver corolario 2.36). Ahora la demostracién es por induccién sobre
m. Sea L/K Galois y radical ciclotémica, tal que L = K(u(L)) y [L :
K] = p. Por lo tanto L/K es ciclica de grado p. Considere los polinomios
M=P...pwy N=P"...P" conl<p<adondei=1,...,r
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Sea G = (o), asi pues o(A\yr) = /\ﬁ, puesto que la accién de Carlitz-Hayes
conmuta con o. Nétese que o(Ayr) # Apr, en caso contrario esto implicaria
que Ay € K, es decir, L = K lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
Mt (A—-1),y como o(Ay) = Ay se tiene que N | (A — 1). Para ver esta
ultima afirmacion, se observa que M = N D, por lo tanto Ay = )\]1?,, de esta
manera se tiene que

Av =o(An) = a(A\p) = (e(A)” = MF = A

asi )\f\‘,_l =0, es decir, N | (A —1).

Por otro lado

Tra(Aar) :)\M—I—)\f/[—F)\J\Aj —i—-'-—l-)\}?fil

B . L )\ff:f
=AM =AM
_ (APt
= Ay )
donde la udltima igualdad se debe a que ’f:ll = (,:-_11)1"

Por lo tanto Trg(Aar) € KN Ay = An. De aqui se obtiene que existe un

(A-1)P~t o . . o .
C € Ry tal que A}, = Ay- Como se tiene la igualdad o? =1 se sigue

que oP(Apr) = )\ff = Aum, es decir, )\f\‘;_l =0y como AP —1=(A—1)P, se
tendrd que M | (A — 1)P.

Nétese que podemos escribir A—1 = P --- P/"Q con (Q, P, --- P;) = 1.
Ahora si §; < «; se tiene que Ayp, € L'\ K por lo tanto
o(Awp) = o(Ap) = (c(An)” = (Ai)” = Mip, # Avr,-
Asi NP; 1 (A —1). De aqui se sigue lo siguiente:

(i) Puesto que M t (A — 1) se tiene que v;, < «j, para algin ig €
{1,...,7}.

(ii) Puesto que N | (A — 1) se tiene que 3; < ;. Ya que NP; 1 (A — 1),
entonces (3; + 1 > ~;. Por lo tanto 3; = ;.

\p—1
(iii) Como )\x[‘ i )\g se tiene que a; — (p—1)y; < B, paral < i < r.
(iv) De M | (A — 1)P se sigue que «; < py;, para 1 <i <r.

Ahora Trg(AY) = (Tr(An))P = /\f/[(A_l)pil7 la igualdad intermedia se
da porque la accién de Carlitz-Hayes conmuta.

Sea B= P ... PR con (R, P ---P,) = 1. Se tiene
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/\]\% € KerTrg < 0; + (p — 1)v; > «; para cada i
< 0; >0yd; + (p—1)y; > o para cada i

< §; > max{0,o; — (p — 1)y} para cada i.
Por lo tanto Ker Trg = (AF;) con B = Pl‘51 ...Poy
0; = max{0,a; — (p — 1)y}
con 1 <i<r. Asi (\§) = (\yv), con M’ = P{"" ... P donde

w; = max{0, o; — d;}

y1<i<r
Ademas Ig(Ay) = ((0 — 1) Ay) = ()\A ), donde I : u(L) — p(L) es el
homomorfismo definido por I (u) = o(u) — u. Por otro lado

Ic(Am) = (M)
con M" = P/ --- P, donde ¢; = max{a; —v;,0} y 1 <i <.

Nétese que p; = o — (3; si f; < ay, esto se sigue de (ii). Si a; = f;, de
(ii) se obtiene que a; —7; < 0. Por lo tanto ¢; = a; — f;.

Asi pues, del corolario 2.21 de [26], se tiene que

|(Aar)|
|(Ane))|

con M" = Pr'--- P de tal modo que

[HY (G, u(L))|= =|(Anz)]

gi=p; —pi =max{0,a; — &} — (; — ;) 1 <i<r
Por otro lado a; — 0; = min{ay, (p — 1)5;} > 0, ademés
p; = max{0,a; — §;} = o; — & = min{ay, (p — 1)5;}.
Por lo tanto ¢; = min{a;, (p — 1)5;} — (a; — B;). De lo anterior se sigue que:

(i) Si a; < (p — 1)0;, entonces g; = f3;

(i) Si (p — 1)B; < «y, entonces &; = pf; — a; < f;
De (i) y (ii) se obtiene que ¢; < ;.

Por lo que
[HY(G, p(L))|= g™ < g8N
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lcog(L/K)| =|H' (G, w(L)||BY(G, u(L))|

L)
Gl A
_ qdegM’"qdengdegN

< glesM — qdeg(#(L))

la segunda igualdad se da por el lema 2.43.

Ahora sea L = K(u(L)), L/K Galois y radical ciclotémica. Asi, por el
Teorema 2.57, se tiene que [L : K] = p™ para algin m € N. Sea H un
subgrupo de G con orden p™ 1. Si E = LY, entonces K C E C L. Nétese
que [E: K] =p, [L: E] = p"' y L= E(u(L).

Si E/K no fuera radical ciclotémica, entonces cog(FE/K) = {0}, ya que
en caso contrario existe @ € cog(F/K) # {0} no cero, en particular esto
implica que a ¢ K. De esta manera F = K («), pero esto implica que E/K
es radical ciclotémica, lo cual es absurdo.

Si E/K es radical ciclotémica se tienen dos casos a considerar

(i) u(E) £ u(K) y

(i) () = u(K).

En el caso (i), por lo demostrado para el caso [E : K] = p se tiene que

cog(B/K)|< gt ®E),
En el caso (ii), por la proposicién 2.53 se tiene que
cog(B/K)|= o5,
Asi, en cualquier caso,
lcog(E/K)|< qlesB) < gdes(nll)),

Por lo tanto, puesto que L = E(u(L)) y [L : E] = p™~!, por induccién se
tiene que | cog(L/E) |< ¢tm~1dee((L) Por lo tanto de la sucesién exacta

0 — cog(E/K) — cog(L/K) — cog(L/E)
se tiene que
lcog(L/K)|<|cog(E/K)||cog(L/E)|< g™ kL),
O

De la demostracién de la proposicién 2.54, para el caso m = 1, se tiene
el siguiente teorema
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TEOREMA 2.55. Sean L/K ciclica de grado p, L = K(«) tal que @
pertenece a cog(L/K). Entonces L/K es radical ciclotomica, |cog(L/K)|=
p®t, donde g = p® y

L { deg(u(L)) — deg(u(K)) + deg(Bz1)  si p(L) # u(K),
deg(p(L)) st p(L) = p(K).

donde a(A\yr) = A, donde C es de grado minimo tal que C | (B —1) y
M| C(B-1)pL

Demostracion. Esto se sigue de la demostracion de la proposicién 2.54, para
el caso m = 1. O

PROPOSICION 2.56. Sea L/K Galois radical ciclotémica. Entonces
lcog(L/K)|< g™ deenl),
donde [L : K| =p™.
Demostracion. Sea E = K(u(L)) con K C E C L. Entonces
lcog(L/K)|<[cog(E/K)||cog(L/E)|< g8 # )
por la proposicion 2.54. ]

TEOREMA 2.57. Sea L/K radical ciclotémica. Entonces si L es la cerra-
dura de Galois de L, se tendrd

lcog(L/K)|< g™ ()
donde [L : K] = p™.
Demostracién. Sean G = Gal(L/K) = HN con H un subgrupo normal

de GG, N el p subgrupo de Sylow de G. Sea F = LH . Se puede suponer,
cambiando H por un conjugado, que F' = L. De aqui tenemos el diagrama

L7
i
K——F
Sea @ € cog(L/K), distinto de cero. Asf existe N € Ry tal que oV =
a € K. Puesto que a € L, o € K C E, es decir, @ € cog(L/E). Si
@ =0 en cog(L/E), entonces « € ENL = K, asi « = 0 en cog(L/K) una
contradiccién.

Por lo anterior cog(L/K) C cog(L/E) y

lcog(L/K)|<|cog(L/E)|< g™ deeu(D),
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Se esperarfa que |cog(L/E)|= [L : E]*3et(L) | pero se tiene el ejemplo
siguiente.

EJEMPLO 2.58. Sea L = k(Ap2y-1), con P € Ry irreducible, y considere
o =1+ P% ¢ Gal(k(Ap2p-1)/k). Se tiene

0‘()\217,1) = Ap2p-1 + Ap2p-3 # Ap2p—1

de este modo o # 1.

Por otro lado o? = (1 + P?)? = 1 + P?_ de esta manera
Up<)\P2p71> = Ap2p-1 + /\1123271 = Ap2p-1.

Por lo tanto o =1 y el orden de o es p.

Si E = L), entonces [L : E] = py L/E es radical ciclotémica. Observe
que o(Ah, 1) = Ah, i + AL, s = Apz-1 si y sélo si el exponente de
P en la descomposicién de M es mayor o igual que 2p — 3. En este caso
)\llzzij = Ap2 € E. Nétese que Aps ¢ E. Por lo tanto u(E) = Apz, y
w(L) = Ap2p—1.

2yp_q
() 2p—2 C
Ahora, N,)(Abh,_1) = )\P2p£1+ = AMPTTT = A = 0si y s6losi

P divide a M. Asi ker Ny = (AB2p-1) = Ap2p-2. Por otro lado
Io(pu(L)) = (6(Ap2e-1) — Ap2p—1) = (Ap2p—3) = Ap2p-s.
Por lo tanto

L)| | Apsz || Apart | .
cog(L/E) |=| H\(G, u(L D _ _ A-2),

donde d = deg(P). Por lo que [L : E]*desl) = ¢dr=1) v |cog(L/E)|# [L :
E]sdeg(u(L))_
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Perspectivas y conclusiones

Los conceptos de ser radical y pura, definidos en las extensiones L/K
utilizando la accién de Carlitz-Hayes, dan lugar a las llamadas extensiones
radical ciclotomicas, objeto de estudio de la primera parte de la tesis. Estas
tiene propiedades analogas a las que tienen las llamadas extensiones cogalois.
Por ejemplo

(1) La extensiéon k(Apn)/k(Ap), donde P € Ry es irreducible, es radical
ciclotémica, ejemplo 2.5. En analogia a que la extension Q(¢n)/Q((p),
con p un primo impar, es cogalois.

(2) El teorema 2.23 es andlogo al teorema 7 de [2].

(3) El corolario 2.25 es andlogo al corolario 8 de [2].

Por otro lado las extensiones radical ciclotémicas L/K cumplen que
[L : K] = p®, donde p = char(k), ver teorema 2.40. Sin embargo, aunque
las extensiones cogalois L'/K’ cumplen la siguiente propiedad: si K" es
cualquier campo intermedio de L'/K' entonces L'/K" y K" /K’ son exten-
siones cogalois, las extensiones radical ciclotémicas no cumplen la propiedad
anterior, ver ejemplo 2.20.

Asi pues las extensiones radical ciclotémicas no son andlogas a las exten-
siones cogalois. Sin embargo todavia queda trabajo por hacer, por ejemplo

(1) Describir el médulo cog(k(Apn)/k(Ap)) con P € Ry irreducible.

(2) Encontrar soluciones ezplicitas de ecuaciones de la forma XM — a = 0,
donde M € Rr y a € k.

En la segunda parte de la tesis se pudo establecer un andlogo parcial al
siguiente teorema de Kummer (ver el teorema 5.17 de [26]).

TEOREMA 2.59. Sea K un campo que contiene al grupo p, de las raices
n-ésimas de la unidad, con n primo relativo a la caracteristica de K. En-
tonces:
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(1) Si L/K es una extension de Kummer de exponente n, entonces L/K
es normal (Galois, no necesariamente finita) y Gal(L/K) es abeliano
de exponente n.

(2) Reciprocamente, si L/ K es una extension abeliana de exponente n, en-
tonces L = K({Y/A) con A = L*NK*, es decir L/ K es una extension
de Kummer de exponente n.

Para ello seguimos algunas definiciones dadas en [18]: Sean M € Rrp
un polinomio no constante y ¢ : K — K definido por ¢(u) = v, donde
K = k(Apr). Entonces ¢ es un Rp-homomorfismo. Por otra parte considere
un Rp-submédulo B de K bajo la accién de Carlitz-Hayes que contenga a
KM = o(K).

Denotamos por Kp la composicién de todos los campos K( %/a) con
a € B. Esto ultimo quiere decir que adjuntamos a K una raiz arbitraria «
de la ecuacién 2™ —a = 0, donde a € k. Puesto que las M-raices de Carlitz
estan en K, tal campo no depende de la eleccién de la raiz «, y por lo tanto
Kp es de Galois sobre K.

DEFINICION 2.60. Diremos que una extensién de Galois L/K, con
grupo G, es una extension Rp-abeliana si G tiene estructura de Rp-mddulo.
Una extensiéon Rp-abeliana L/K se dice que tiene exponente M € Ry si
M -0 =1 para cada o € G, (ver [6]).

Es posible probar la siguiente proposicion.

PROPOSICION 2.61. (1) Sea B un Rp-mddulo de K, que contiene a
KM y sea Kp la composicion de todos los campos K( ¥/a), para cada
a € B. Entonces Kp/K es Galois y abeliana.

(2) Supongamos que Kp/K es una extension Rp-abeliana y de exponente
M. Entonces existe una funcidn bilineal:

G x B — Ay dada por (0,a) —< 0,a >
donde < 0,a >= o(a) — a y a satisface aM
es 1y el nicleo derecho es KM.

= a. El nicleo izquierdo

(8) Con las hipdtesis del inciso (2), la extension Kp/K es finita si y solo
si (B : KM) es finito. Si esto ocurre, entonces

B/KM ~@.
En particular se tiene que
[Kp: K] = (B:KM).

Aqui el stmbolo G denota el médulo dual de G (ver definicion 1.21).
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Para mostrar la proposicion siguiente se necesitaron algunas definiciones.
Recordamos que las extensiones de campos L/K estdn contenidas en la
extensién k/k (ver [6]).

DEFINICION 2.62. Una extensién Rp-abeliana L/K se dice que es Ryp-
ciclica si Gal(L/K) es un Rp-médulo ciclico. En este caso si

Gal(L/K) = Ry /(M)

con M un polinomio ménico, diremos que L/K es una extension ciclica de
orden M.

El andlogo al teorema 2.59 es la siguiente proposiciéon:

PROPOSICION 2.63. Con las notaciones de la Proposicion 2.61, la fun-
cion 0 definida por (B) = Kp entre el conjunto de Rp-submddulos de K
que contienen a KM y las extensiones Rp-abelianas de K, con exponente
M, es inyectiva. Ademds si L/K es una extension Rrp-abeliana, finita, de
exponente M entonces existe un Rp-submddulo B, de K, que contiene a

KM tal que L = Kp.

Demostracion. Para mostrar la inyectividad de la funcién anterior bastara
probar que si K, € Kp,, entonces B; C By. Sea b € Bj. Se tiene que
K (bﬁ) C Kp, por lo que K (bﬁ) esta contenido en una subextensién fini-
tamente generada de Kp,, es decir, existen un nimero finito de b; € By de
modo que K(bﬁ) C K(by,...,by). Asi podemos suponer que By/K™M es
finitamente generada y, por ser radical, finito.

Sea Bj el submddulo de L generado por By y b. Entonces probaremos que
Kp, = Kp,. Tenemos que Kp, C Kp,. Para mostrar la otra contencién, sea
a una raiz M-ésima de ¢ € Bs. Sic € By, entonces K (a) C Kp,. Sices de la
forma ™V 4> bévi, con b; € By, entonces a™ = oV 43 blNi = gMN 3 BZMN",
es decir, a — gV =% ﬁiNi = M. Por lo que K (o) C Lp,. De aqui se sigue la
contencion deseada.

Por lo tanto (B : KM) = (B : K™), de esta manera b € Bs, por lo que
By C Bs.

Por otro lado, sea K’ una extensiéon Rp-abeliana de K de exponente M,
finita. Sea G el grupo de Galois de tal extensién. Entonces, por [14] p. 187,
G es suma directa finita de Rp-submddulos de exponente M. Aplicando
Teoria de Galois podemos suponer que la anterior extensién es ciclica de
exponente M. Ahora por la Proposicién 2.6 de [6], toda extensién ciclica,
con exponente M, se obtiene adjuntando una M-raiz de un elemento de K.
Asi K’ es la adjuncién de M-raices, es decir, existen {b;} C Ky {o;} C K’
tales que aé\/l =b; y K' = K({a;}). Sea B el submddulo de K generado por
los bj y K M Entonces K’ C Kpg. Por otro lado considere una rafz M-ésima
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de b+ aM, digamos a. Asi o™ = b+ aM. Se observa que (a —a)™ =by

que K(a) C K(a—a) C K', de esto se sigue que K C K'. Esto termina la
demostracion. O

Sin embargo también en esta parte queda trabajo por hacer, por ejemplo

(1) ;Es posible que en la proposicién 2.63 la funcién € sea biyectiva, no
solo inyectiva.?
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